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Γραµµικό σύστηµα συνεχούς χρόνου είναι κάθε φυσικό (ή νοητό) σύστηµα (π.χ. ένα κύκλω-
µα ή ένας ταλαντωτής) το οποίο για κάθε είσοδο v(t) παράγει µία έξοδο x(t) και µοντελοποιείται
µε µία γραµµική διαϕορική εξίσωση ως προς τη συνάρτηση x(t).

Τέτοια συστήµατα περιγράϕονται από τη συνάρτηση µεταϕοράς την οποία ορίζουµε στην επό-
µενη υποενότητα.

8.8.1 Συνάρτηση µεταϕοράς
Η συνάρτηση µεταϕοράς ενός γραµµικού συστήµατος είναι µία πολύ χρήσιµη έννοια για την
περιγραϕή του, αϕού περιέχει όλες τις πληροϕορίες για το σύστηµα, όπως την ευστάθεια και την
απόκριση του σε οποιαδήποτε είσοδο (ϐλ. Παρατήρηση 8.8)

Ορισµός 8.4 Η συνάρτηση µεταϕοράς ενός γραµµικού, χρονικά ανεξάρτητου, συστήµατος
συνεχούς χρόνου ορίζεται ως ο λόγος του µετασχηµατισµού Laplace X(s) της συνάρτησης
εξόδου x(t) προς το µετασχηµατισµό Laplace V (s) της συνάρτησης εισόδου v(t) υπό την
προυπόθεση ότι όλες οι αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές.

G(s) = X(s)
V (s)

.

Οι συναρτήσεις µεταϕοράς χρησιµοποιούνται για το χαρακτηρισµό της σχέσης εισόδου-εξόδου
χρονικά ανεξάρτητων συστηµάτων συνεχούς χρόνου και παίζουν σηµαντικό ϱόλο στο σχεδιασµό
τους.

Ας ϑεωρήσουµε ένα γραµµικό χρονικά ανεξάρτητο σύστηµα συνεχούς χρόνου που περιγράϕεται
από τη γραµµική διαϕορική εξίσωση

anx
(n)(t)+ an−1x(n−1)(t)+ ⋅ ⋅ ⋅ + a1x′(t)+ a0x(t) = βmv(m)(t)+ βm−1v(m−1)(t)+ ⋅ ⋅ ⋅ + β1v′(t)+ β0,

όπου n ≥ m, ai και βi σταθερές, x(t) η έξοδος (απόκριση του συστήµατος) και v(t) η εϕαρµο-
Ϲόµενη είσοδος τη χρονική στιγµή t.

Παίρνοντας το µετασχηµατισµό Laplace και των δύο µελών της διαϕορικής αυτής εξίσωσης, µε
την προυπόθεση ότι όλες οι αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές, µε τη ϐοήθεια της Πρότασης 8.3
προκύπτει

(ansn + an−1sn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1s + a0)X(s) = (βmsm(t) + βm−1vm−1 + β1s + β0)V (s),

όπου X(s) και V (s) οι µετασχηµατισµοί Laplace των συναρτήσεων εξόδου x(t) και ειδόδου v(t)
αντίστοιχα, οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος είναι

G(s) = X(s)
V (s)

= βms
m(t) + βm−1sm−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + β1s + β0
ansn + an−1sn−1 + ⋅ ⋅ ⋅ + a1s + a0

. (8.18)

Ο περιορισµός n ≥ m τίθεται, διότι αλλιώς (m > n) η έξοδος (απόκριση του συστήµατος) για
ϱεαλιστικές εισόδους απειρίζεται, κάτι το οποίο δεν έχει φυσική σηµασία.

Ορισµός 8.5 Αν γράψουµε τη συνάρτηση µεταϕοράς ενός γραµµικού, χρονικά ανεξάρτητου,
συστήµατος συνεχούς χρόνου ως

G(s) = P (s)
Q(s)

,

τότε :
▸ Η εξίσωση Q(s) = 0

λέγεται χαρακτηριστική εξίσωση του συστήµατος.
▸ Ο ϐαθµός της εξίσωσης αυτής λέγεται τάξη του συστήµατος.
▸ Οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης λέγονται πόλοι της συνάρτησης µεταϕοράς.
▸ Οι ϱίζες της εξίσωσης P (s) = 0

λέγονται µηδενικά (zeros) της συνάρτησης µεταϕοράς.
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Βάζοντας τους πόλους και τις µηδενικές τιµές της συνάρτησης µεταϕοράς ενός συστήµατος στο
µιγαδικό επίπεδο προκύπτει το διάγραµµα πόλων-µηδενικών, το οποίο είναι πολύ χρήσιµο στην
ανάλυση και µελέτη του συστήµατος.

Η συνάρτηση µεταϕοράς χαρακτηρίζει ένα γραµµικό, χρονικά ανεξάρτητο, σύστηµα και είναι
ανεξάρτητη από την είσοδό του. Παρότι χαρακτηρίζει τη δυναµική ενός συστήµατος δεν παρέχει
πληροϕορίες σχετικά µε τη φυσική δοµή του, αϕού συστήµατα τελείως διαϕορετικής φύσης έχουν
την ίδια συνάρτηση µεταϕοράς.

Για παράδειγµα το κύκλωµα RLC του Παραδείγµατος 8.59 και το σώµα που ταλαντώνεται του
Παραδείγµατος 8.58 έχουν την ίδια συνάρτηση µεταϕοράς

G(s) = X(s)
V (s)

= 1

a2s2 + a1s + a0
.

Στο κύκλωµα RLC του Παραδείγµατος 8.59X(s) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace του φορτίου του
πυκνωτή q(t) και V (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της τάσης της πηγής, a2 είναι η αυτεπαγωγή

του πηνίου, a1 η αντίσταση του αντιστάτη και a0 =
1

C
, όπου C η χωρητικότητα του πυκνωτή, ενώ στο

σύστηµα σώµατος-ελατηρίου του Παραδείγµατος 8.58, X(s) είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της
αποµάκρυνσης του σώµατος x(t) και V (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της διεγείρουσας δύναµης
f(t), a2 η µάζα του σώµατος, a1 ο συντελεστής απόσβεσης και a0 η σταθερά του ελατηρίου.

Παρατήρηση 8.8 Αν γνωρίζουµε τη συνάρτηση µεταϕοράς G(s) ενός συστήµατος, τότε µπο-
ϱούµε να ϐρούµε την απόκριση του x(t) για δεδοµένη είσοδο v(t) µε µηδενικές αρχικές
συνθήκες ως εξής :
▸ Βρίσκουµε το µετασχηµατισµό Laplace V (s) της v(t).
▸ Ο µετασχηµατισµός Laplace X(s) της x(t) είναι

X(s) = G(s)V (s).
▸ Βρίσκοντας τον αντίστροϕο µετασχηµατισµό Laplace της G(s) προκύπτει η απόκριση του

συστήµατος
x(t) = L−1{G(s)},

την οποία ϐρίσκουµε, συνήθως, αναλύοντας την G(s) σε µερικά κλάσµατα (ϐλ. Παραδείγ-
µατα 8.58-60).

8.8.2 Γραµµικά σύστηµατα πρώτης τάξης

Στην υποενότητα αυτή περιγράϕουµε γραµµικά συστήµατα πρώτης τάξης µε σταθερούς συντελε-
στές, δηλαδή συστήµατα που περιγράϕονται από διαϕορικές εξισώσεις πρώτης τάξης της µορϕής

ax′(t) + βx(t) = γv(t), (i)
όπου v(t) και x(t) η είσοδος και έξοδος του συστήµατος και a, β, γ σταθερές.

Τέτοια συστήµατα συναντούµε σε πάρα πολλούς τοµείς εϕαρµογών, όπως τα ηλεκτρικά κυκλώ-
µατα (ϐλ. Παραδείγµατα 8.56,57,59,60) και οι χηµικές διεργασίες (ϐλ. Ενότητα 8.8.6).

Η (i) γράϕεται στη µορϕή
a

β
x′(t) + x(t) = γ

β
v(t)

ή τx′(t) + x(t) = kv(t) (ii)

όπου τ = a
β

και k = γ
β

σταθερές, που λέγονται χρονική σταθερά και απολαβή µόνιµης κατάστασης αντίστοιχα (τα
ονόµατα των παραµέτρων αυτών αιτιολογούνται στην Πρόταση 8.25).

Παίρνοντας το µετασχηµατισµό Laplace των δύο µελών της (ii) προκύπτει

τsX(s) +X(s) = kV (s)
οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος αυτού είναι



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 8. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜ�ΟΣ LAPLACE 457

G(s) = X(s)
V (s)

= k

τs + 1
.

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 8.8, η απόκριση του συστήµατος αυτού σε µοναδιαία ϐηµατική
συνάρτηση εισόδου u(t) είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης X(s) =
G(s)U(s), όπου U(s) ο µετασχηµατισµός Laplace της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης εισόδου
u(t), οπότε (ϐλ. Πίνακα 8.1)

x(t) = L−1 {X(s)} = L−1 {G(s)U(s)} = L−1 { k

τs + 1
1

s
}

= L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k

τ

1

s(s + 1

τ
)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= k
τ
L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

s(s + 1

τ
)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(i)

Αναλύουµε τη ϱητή αυτή συνάρτηση σε µερικά κλάσµατα για να υπολογίσουµε τον αντίστροϕο
µετασχηµατισµό Laplace της

1

s(s + 1

τ
)
= A
s
+ B

s + 1

τ

,

όπου (ϐλ. Παράδειγµα 8.35β)

A = s
1

s(s + 1

τ
)

RRRRRRRRRRRRRRRRRs=0

= 1

s + 1

τ

RRRRRRRRRRRRRRRRs=0

= 1

0 + 1

τ

= τ

B = (s + 1

τ
) 1

s(s + 1

τ
)

RRRRRRRRRRRRRRRRRs=− 1
τ

= 1

s
∣
s=− 1

τ

= −τ,

οπότε από την (i) προκύπτει ότι, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.15 και τον Πίνακα 8.2,

x(t) = k

τ
L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

τ

s
− τ

s + 1

τ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

= k
τ

⎛
⎜⎜
⎝
τL−1 {1

s
} − τL−1

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

s + 1

τ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

⎞
⎟⎟
⎠

= k

τ
[τu(t) − τe

t
τ u(t)] = k (1 − e

t
τ )u(t)

∆είξαµε, λοιπόν, ότι :

Πρόταση 8.25 `Ενα γραµµικό σύστηµα α΄ τάξης, που περιγράϕεται από τη διαϕορική εξίσω-
ση

τx′(t) + x(t) = kv(t),
έχει συνάρτηση µεταϕοράς της µορϕής

G(s) = k

τs + 1
u(t)

και η απόκριση του σε µοναδιαία ϐηµατική συνάρτηση εισόδου u(t) είναι

x(t) = k (1 − e−
t
τ ).

Από τη σχέση αυτή φαίνεται ότι :
▸ Η τελική απόκριση του συστήµατος (µετά από αρκετό χρόνο) είναι k.
▸ Η χρονική σταθερά του συστήµατος είναι τ .
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Παράδειγµα 8.58 α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του κυκλώµατος του Σχήµατος
8.21, που περιέχει πηνίο αυτεπαγωγής L και αντίσταση R.
ϐ) Να ϐρεθεί η ένταση του ϱεύµατος τη χρονική στιγµή t για µοναδιαία ϐηµατική είσοδο u(t).

v
i
(t) +

-
L

i
L

R

Σχήµα 8.21 Κύκλωµα πηνίου-αντίστασης (κύκλωµα RL)
Λύση
α) Από το δεύτερο νόµο του Kirchhoff, προκύπτει

Ri(t) +Li′(t) = vi(t),

ή
L

R
i′ + i = vi(t)

R
.

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, το κύκλωµα αυτό, µε έξοδο την ένταση του ϱεύµατος, είναι

γραµµικό σύστηµα πρώτης τάξης µε συνάρτηση µεταϕοράς (τ = L
R

και k = 1

R
)

G(s) =

1

R
L

R
s + 1

= 1

R +Ls

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, η απόκριση του κυκλώµατος σε µοναδιαία ϐηµατική συνάρτηση
εισόδου vi(t) = u(t) (δηλαδή, η ένταση του ϱεύµατος i(t)) είναι

i(t) = 1

R
(1 − e−

R
L
t)u(t).

Παράδειγµα 8.59 α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του κυκλώµατος του Σχήµατος
8.22, που περιέχει πυκνωτή χωρητικότητας C και αντίσταση R.
ϐ) Αν ο πυκνωτής είναι αρχικά αϕόρτιστος, να ϐρεθεί το φορτίο του τη χρονική στιγµή t για
ϐηµατική συνάρτηση εισόδου

vi(t) = Eu(t).

+
-v

i
(t)

R

C

Σχήµα 8.22 Φόρτιση πυκνωτή (κύκλωµα RC)
Λύση
Από το δεύτερο νόµο του Kirchhoff προκύπτει

vC(t) +Ri(t) = vi(t) ⇔
q

C
+Rq′(t) = vi(t)

ή (i(t) = q′(t) και vC(t) =
q(t)
C

)

RCq′(t) + q(t) = Cvi(t), (i)
οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, το κύκλωµα αυτό µε έξοδο το φορτίο του πυκνωτή είναι
γραµµικό σύστηµα πρώτης τάξης µε συνάρτηση µεταϕοράς (τ = RC και k = C)
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G(s) = C

RCs + 1
u(t)

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, η απόκριση του κυκλώµατος σε ϐηµατική είσοδο vi(t) = Eu(t)
(το φορτίο του πυκνωτή τη χρονική στιγµή t) είναι

q(t) = CE (1 − e−
t

RC ).

8.8.3 Γραµµικά σύστηµατα δεύτερης τάξης
Στην ενότητα αυτή περιγράϕουµε γραµµικά σύστηµατα δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές,
δηλαδή σύστηµατα που περιγράϕονται από διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης της µορϕής

a2x
′′(t) + a1x′(t) + a0x(t) = v(t), (i)

όπου v(t) και x(t) η είσοδος και έξοδος του συστήµατος και a0, a1, a2 σταθερές.
Τέτοια συστήµατα συναντούµε σε πάρα πολλούς τοµείς εϕαρµογών, όπως τα ηλεκτρικά κυκλώµατα
(ϐλ. Παραδείγµατα 8.58-59) και οι χηµικές διεργασίες (ϐλ. Ενότητα 8.8.6).

Η (i) γράϕεται στη µορϕή

x′′(t) + 2γx′(t) + ω2x(t) = v(t)
a2

(ii)

όπου γ = a1
2a2

και ω2 = a0
a2

σταθερές

Παίρνοντας το µετασχηµατισµό Laplace των δύο µελών της (ii), λόγω των Προτάσεων 8.1, 8.2 και
8.3, προκύπτει

s2X(s) + 2γsX(s) + ω2X(s) = V (s)
a2

⇔ (s2 + 2γs + ω2)X(s) = V (s)
a2

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος αυτού είναι

G(s) = X(s)
V (s)

= 1

a2(s2 + 2γs + ω2)
.

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 8.8, η απόκριση του συστήµατος αυτού σε µοναδιαία ϐηµατική
συνάρτηση εισόδου u(t) είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

X(s) = G(s)U(s),
όπου U(s) ο µετασχηµατισµός Laplace της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης εισόδου u(t).
Η εύρεση του αντιστρόϕου µετασχηµατισµού Laplace της X(s) εξαρτάται από το αν ο παρονο-
µαστής έχει δύο πραγµατικές, µία διπλή ή δύο µιγαδικές ϱίζες, δηλαδή από το πρόσηµο της
διακρίνουσας

∆ = (2γ)2 − 4ω2.
`Ετσι, αναλύοντας τον G(s) σε µερικά κλάσµατα και µε τη ϐοήθεια της Πρότασης 8.15 και του
Πίνακα 8.2, προκύπτει :
▸ Αν γ > ω0, ο παρονοµαστής έχει τις δύο πραγµατικές ϱίζες

ρ1,2 = −γ ±
√
γ2 + ω2,

οπότε

x(t) = L−1 { 1

a2(s + ρ1)(s + ρ2)
} = 1

a2
(τL−1 { A

s + ρ1
} +L−1 { B

s + ρ1
})

= 1

a2
(Ae−ρ1t +Be−ρ1t)u(t), A,B σταθερές

▸ Αν γ = ω0, ο παρονοµαστής έχει τη διπλή ϱίζα ρ = −γ, οπότε

x(t) = L−1 { 1

a2(s + ρ1)(s + ρ2)
} = 1

a2
(L−1 { A

s + ρ
} +L−1 { B

(s + ρ)2
})

= 1

a2
(Ae−ρt +Bte−ρt)u(t), A,B σταθερές.

▸ Αν γ < ω0, ο παρονοµαστής έχει τις συζυγείς µιγαδικές ϱίζες


