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13.1 Βασικές έννοιες
Οι ακολουθίες xn για τις οποίες

xn = 0, για n < 0

λέγονται αιτιατές ακολουθίες. Με τέτοιες ακολουθίες ασχολούµαστε στο κεϕάλαιο αυτό.
Αντίστοιχα µε το µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace µίας τµηµατικά συνεχούς συνάρτησης

x(t)

L{x(t)} = ∫
+∞

0
x(t) e−stdt,

ορίζεται και ο µετασχηµατισµός Z µίας αιτιατής ακολουθίας xn, δηλαδή µίας συνάρτησης της
διακριτής µεταβλητής n (n = 0,1,2, . . . )

Ορισµός 13.1 Ως µετασχηµατισµό Z µίας αιτιατής ακολουθίας xn ορίζεται η δυναµοσειρά
απείρων όρων

X(z) = Z{xn} =
∞
∑
n=0

xn
zn

,

όπου z µιγαδική µεταβλητή.

Η σχέση ανάµεσα σε µία ακολουθία xn και στο µετασχηµατισµό Z αυτής συµβολίζεται και ως

xn ⇆X(z).

Ορισµός 13.2 Περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµούZ µίας ακολουθίας λέµε το σύνολο
των σηµείων z του µιγαδικού επιπέδου για τα οποία η δυναµοσειρά που εµϕανίζεται στον ορισµό
13.1 του µετασχηµατισµού Z, συγκλίνει σε κάποια πεπερασµένη τιµή.

Συνήθως η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z µίας ακολουθίας είναι ένας δακτύλιος
του µιγαδικού επιπέδου.

Παράδειγµα 13.1 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z της ϐηµατικής ακολουθίας

un =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, n ≥ 0

0, n < 0
= {1,1, . . .}

δηλαδή της αιτιατής σταθερής ακολουθίας un = 1 είναι

Z {un} = Z {1} =
z

z − 1
, ∣ z ∣> 1.

Λύση
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z και της ϐηµατικής ακολουθίας προκύπτει ότι ο
µετασχηµατισµός Z αυτής είναι

Z {xn} =X(z) =
∞
∑
n=0
[ 1
zn
u(n)] =

∞
∑
n=0
(1
z
)
n

(i)

Σύµϕωνα µε την (4.7), η δυναµοσειρά αυτή συγκλίνει στη συνάρτηση (ϐλ. Ενότητα 4.1.1)

X(z) = 1

1 − 1

z

= z

z − 1

για εκείνα τα z για τα οποία ∣1
z
∣ < 1,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 13.2, η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµούZ της ακολουθίας
αυτής είναι οι µιγαδικοί z για τους οποίους

∣ z ∣> 1,
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δηλαδή το εξωτερικό του κύκλου του µιγαδικού επιπέδου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων
και ακτίνα 1 (ϐλ. Σχήµα 13.1). Εποµένως,

Z {un} = Z {1} =
z

z − 1
, ∣ z ∣> 1.

-1

-1 1
Re(z)

Im(z)

1

Ο

Σχήµα 13.1 Η περιοχή σύγκλισης στο µιγαδικό επίπεδο του µετασχηµατισµού Z της ϐηµατικής
ακολουθίας un.

Παράδειγµα 13.2 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z:
α) της κρουστικής ακολουθίας

δn = {1,0,0, . . .}
είναι ∆(z) = Z {δn} = 1.

ϐ) της µετατοπισµένης κρουστικής ακολουθίας

δn−k = {0, . . . ,1,0,0, . . .}

είναι Z {δn−k} =
1

zk
.

Λύση
α) Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

∆(z) = Z {δn} =
∞
∑
n=0

δn
zn
= 1

z0
+ 0

z1
+ 0

z2
+ ⋅ ⋅ ⋅ = 1

z
,

αϕού δn = 0, για n = 1,2, . . . , οπότε όλοι οι άλλοι όροι του αθροίσµατος είναι µηδέν.
ϐ) Από τον ορισµό της ακολουθίας δn−k και τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

∆(z) = Z {δn−k} =
∞
∑
n=0

δn−k
zn
= 0

z0
+ 0

z1
+ ⋅ ⋅ ⋅ + 1

zk
+ 0

zk+1
⋅ ⋅ ⋅ = 1

zk
.

Παράδειγµα 13.3 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = anun = an, n = 0,1,2, . . . , a ∈ R,

είναι Z {an} = z

z − a
, ∣ z ∣> a.

Λύση
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας αυτής είναι

X(z) =
∞
∑
n=0

an

zn
=
∞
∑
n=0
(a
z
)
n

(i)

Σύµϕωνα µε την (4.7) η δυναµοσειρά αυτή συγκλίνει στη συνάρτηση

X(z) = 1

1 − a
z

= z

z − a

για εκείνα τα z για τα οποία ∣a
z
∣ < 1 ⇔ ∣z∣ > ∣a∣,
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οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 13.2, η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµούZ της ακολουθίας
αυτής είναι οι µιγαδικοί z για τους οποίους

∣ z ∣> ∣a∣,
δηλαδή το εξωτερικό του κύκλου του µιγαδικού επιπέδου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων
και ακτίνα ∣a∣ (ϐλ. Σχήµα 13.2). Εποµένως,

Z {anun} =
z

z − a
, ∣ z ∣> ∣a∣.

-α

-α α
Re(z)

Im(z)

α

Ο

Σχήµα 13.2 Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Ζ της ακολουθίας xn = an.

Παράδειγµα 13.4 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = ewn, n = 0,1,2, . . . , w ∈ C, w ≠ 0,

είναι Z {ewn} = z

z − ew
, ∣ z ∣> ∣ew∣.

Λύση
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

X(z) = Z {ewn} =
∞
∑
n=0

(ew)n

zn
=
∞
∑
n=0
(e

w

z
)
n

(i)

Η δυναµοσειρά αυτή συγκλίνει στη συνάρτηση

X(z) = 1

1 − e
w

z

= z

z − ew

για εκείνα τα z για τα οποία ∣e
w

z
∣ < 1 ⇔ ∣ew∣ < ∣z∣,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 13.2, η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Ζ της ακολουθίας
αυτής είναι οι µιγαδικοί z για τους οποίους

∣ z ∣> ∣ew∣,
δηλαδή το εξωτερικό του κύκλου του µιγαδικού επιπέδου που έχει κέντρο την αρχή των αξόνων
και ακτίνα ∣ew∣ (ϐλ. Σχήµα 13.2 για a = ew). Εποµένως,

Z {ewn} = z

z − ew
, ∣ z ∣> ∣ew∣.

Παράδειγµα 13.5 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = (
1

3
)
n

un−2 = (
1

3
)
n

, n = 2,3, . . . ,

όπου un−2 = {0,0,1,1, . . .} µετατοπισµένη ϐηµατική ακολουθία, και η περιοχή σύγλισής του.

Λύση
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

X(z) = 0

z0
+ 0

z1
+
∞
∑
n=2

1

zn
(1
3
)
n

=
∞
∑
n=2
( 1

3z
)
n

(i)
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Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος αυτού αλλάζουµε το δείκτη άθροισης από n σε m = n − 2,
οπότε

n =m + 2 και για n = 2, ϑα είναι m = 0.
`Ετσι, η (i) δίνει

X(z) =
∞
∑
m=0
( 1

3z
)
m+2

= ( 1

3z
)
2 ∞
∑
m=0
( 1

3z
)
m

= ( 1

3z
)
2

1

1 − 1

3z

= 1

3z(3z − 1)
.

Σύµϕωνα µε την (4.7), η ακολουθία αυτή συγκλίνει για

∣ 1
3z
∣ < 1 ⇔ ∣z∣ > 1

3
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 13.2, η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµούZ της ακολουθίας
αυτής είναι ο δακτύλιος του µιγαδικού επιπέδου (ϐλ. Σχήµα 13.3)

∣ z ∣> 1

3
.

-1/3

-1/3 1/3
Re(z)

Im(z)

1/3

Ο

Σχήµα 13.3 Η περιοχή σύγκλισης του µετασχηµατισµού Z της ακολουθίας του Παραδ. 13.5

Παρατήρηση 13.1 Παραγωγίζοντας το µετασχηµατισµό Z µίας ακολουθίας ως προς µία
παράµετρο προκύπτει ο µετασχηµατισµός Z µίας άλλης ακολουθίας.

Παράδειγµα 13.6 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = n, n = 0,1,2, . . . ,

είναι Z {n} = z

(z − 1)2
, ∣ z ∣> 1.

Λύση
Παραγωγίζοντας το µετασχηµατισµό Z της ακολουθίας

Z {an} = z

z − a
, ∣ z ∣> a

του Παραδείγµατος 13.3 προκύπτει
d

da
Z {an} = d

da
( z

z − a
) ⇔ Z { d

da
(an)} = z

(z − a)2
⇔ Z {nan−1} = z

(z − a)2
,

οπότε για a = 1 Z {n} = z

(z − 1)2
, ∣ z ∣> 1.

∎
Ο επόµενος Πίνακας περιέχει τους µετασχηµατισµούς Z ορισµένων ϐασικών αιτιατών ακολου-

ϑιών an µαζί µε την περιοχή σύγλισης τους (πολλοί από αυτούς αποδεικνύονται σε παραδείγµατα).
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Πίνακας 13.1 Μετασχηµατισµοί Z ϐασικών ακολουθιών.

Ακολουθία (n > 0) Μετασχηµατισµός Z Περιοχή σύγλισης

1 = un = {1,1,1 . . .}
z

z − 1
∣z∣ > 1

δn = {1,0,0 . . .} 1 ∣z∣ > 0

an
z

z − a
∣z∣ > a

ewn z

z − ew
∣z∣ > ew

n
z

(z − 1)2
∣z∣ > 1

n2
z(z + 1)
(z − 1)3

∣z∣ > 1

cosnω
z(z − cosω)

z2 − 2z cosω + 1
∣z∣ > 1

sinnω
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
∣z∣ > 1

an cosnω
z(z − a cosω)

z2 − 2az cosω + a2
∣z∣ > 1

an sinnω
za sinω

z2 − 2az cosω + a2
∣z∣ > 1

sinh(an) z sinha

z2 − 2z cosha + 1
∣z∣ > ∣ea∣

cosh(an) z(z − cosha)
z2 − 2z cosha + 1

∣z∣ > ∣ea∣

δn−k = {0,0, . . .1,0,0, . . .}
1

zk
∣z∣ > 0

un−1 = {0,1,1, . . .}
1

z − 1
∣z∣ > 1

un−k = {0,0, . . .1,1, . . .}
1

zk−1(z − 1)
∣z∣ > 1

an−1un−1
1

z − a
∣z∣ > a

an−kun−k
1

zk−1(z − a)
∣z∣ > 1

nanun
az

(z − a)2
∣z∣ > a

13.1.1 Εύρεση µετασχηµατισµού Z µε το Matlab
Η εύρεση του µετασχηµατισµού Z µίας ακολουθίας xn µε το Matlab γίνεται µε την εντολή
ztrans(xn) όπως στο επόµενο παράδειγµα

Παράδειγµα 13.7 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = (n + 3)32n+2



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜ�ΟΣ Z 703

Λύση

Αϕού ορίσουµε τις syms µεταβλητές n, z χρησιµοποιούµε την εντολή ztrans(xn)

syms z n

iztrans((n+3)ˆ3*2ˆ(n+2))

Από την εκτέλεση προκύπτει

(108*z)/(z-2)+(216*z)/(z-2)ˆ2+(8*z*(zˆ2+8*z + 4))/(z-2)ˆ4 +

(72*z*(z+2))/(z-2)ˆ3

Εκτελώντας στο τέλος την εντολή

pretty(simple(ans))

προκύπτει η απάντηση στην πιο ϐολική µορϕή

4z(27z − 88z3 + 124z − 64)
(z − 2)4

13.2 Ιδιότητες µετασχηµατισµού Z
Στην ενότητα αυτή δίνουµε χωρίς απόδειξη κάποιες προτάσεις, µε τη ϐοήθεια των οποίων η εύρεση
του µετασχηµατισµού Z γίνεται πολύ πιο εύκολη σε πολλές περιπτώσεις.

Η πρώτη ιδιότητα περιγράϕει τη γραµµικότητα του µετασχηµατισµού Z.

Πρόταση 13.1 Ο µετασχηµατισµός Z ενός γραµµικού συνδυασµού ακολουθιών είναι ο αν-
τίστοιχος γραµµικός συνδυασµός των µετασχηµατισµών Z αυτών, δηλαδή

Z{αxn + βyn} = αZ{xn} + βZ{yn}, a, β ∈ C σταθερές.

Απόδειξη
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

Z{αxn + βyn} =
∞
∑
n=0

axn + βyn
zn

= a
∞
∑
n=0

xn
zn
+ β

∞
∑
n=0

yn
zn
= αZ{xn} + βZ{yn}.

Παράδειγµα 13.8 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z των ακολουθιών

α) xn = sinhna ϐ) xn = coshna, n = 0,1,2, . . . .

Λύση
α) Σύµϕωνα µε τον Ορισµό του sinh, την Πρόταση 13.1 (γραµµικότητα του µετασχηµατισµού Z)
και το Παράδειγµα 13.4,

Z{sinhna} = Z {e
na − e−na

2
} = 1

2
Z{ena} − 1

2
Z{e−na} = 1

2

z

z − ea
− 1

2

z

z − e−a

= 1

2

z(z − e−a) − z(z − ea)
(z − ea)(z − e−a)

= 1

2

z(ea − e−a)
(z − ea)(z − e−a)

= 1

2

z2 sinha

z2 − 2z (e−a + e−a) + 1

= z sinha

z2 − 2z cosha + 1
, ∣z∣ > ∣ea∣.

ϐ) `Οµοια
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Z{coshna} = Z {e
na + e−na

2
} = 1

2
Z{ena} + 1

2
Z{e−na} = 1

2

z

z − ea
+ 1

2

z

z − e−a

= 1

2

z(z − e−a) + z(z − ea)
(z − ea)(z − e−a)

= 1

2

z(2z − ea − e−a)
(z − ea)(z − e−a)

= 1

2

2z(z − cosha)
z2 − 2z (ea + e−a) + 1

= z(z − cosha)
z2 − 2z cosha + 1

, ∣z∣ > ∣ea∣.
∎

Η επόµενη ιδιότητα δίνει το µετασχηµατισµό Z της ακολουθίας που προκύπτει από την προς
τα πίσω µετατόπιση µίας ακολουθίας.

Πρόταση 13.2 Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = xn−n0un−n0 , n = n0, n0 + 1, . . . , n0 ∈ N σταθερά,

όπου xn µία αιτιατή ακολουθία, είναι

Z{yn} = Z{xn−n0} =
1

zn0
Z{xn}.

Απόδειξη
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

Z{yn} =
∞
∑
n=0

yn
zn
=
∞
∑
n=0

xn−n0

zn
, (i)

οπότε, αλλάζοντας το δείκτη άθροισης από n σε k = n − n0, η (i) δίνει

Z{yn} =
∞
∑

k=−n0

xk
zk+n0

= 1

zn0

∞
∑

k=−n0

xk
zk

, (ii)

Επειδή η xn είναι αιτιατή ακολουθία, xk = 0, για k < 0,

οπότε η (ii) γίνεται Z{yn} =
1

zn0

∞
∑
k=0

xk
zk
= 1

zn0
Z{xn}.

∎
Από τις Προτάσεις 13.1, 13.2 και τον Πίνακα 13.1 προκύπτει οτι ο µετασχηµατισµός Z της

ακολουθίας

xn = an−kun−k = an−k, n = k, k + 1, . . .

είναι Z{an−kun−k} = 1
zk
Z{anun} = 1

zk
z

z−a =
1

zk−1(z−a) , n = k, k + 1, . . . .

Εποµένως, δείξαµε ότι

Z{an−kun−k} =
1

zk−1(z − a)
. (13.1)

Για k = 1 από τη σχέση αυτή προκύπτει η πολύ χρήσιµη στη συνέχεια σχέση

Z{an−1un−1} =
1

z − a
. (13.2)

Παράδειγµα 13.9 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = 2nun−3 = 2n, n = 3,4, . . . (i)

είναι Z{2nun−3} =
8

z2(z − 2)
, ∣z∣ > 2.
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Λύση
Η (i) γράϕεται

xn = 8 ⋅ 2n−3un−3 = 8yn−3, όπου yn = 2nun = 2n, n = 0,1,2, . . . .

οπότε, σύµϕωνα µε τις Προτάσεις 13.1, 13.2 και τον Πίνακα 13.1,

Z{xn} = Z{8yn} = 8Z{yn−3} = 8
1

z3
Z{yn} = 8

1

z3
z

z − 2
= 8

z2(z − 2)
, ∣z∣ > 2.

∎
`Οµοια µε το Παράδειγµα 13.8 αποδεικνύεται ότι :

Παρατήρηση 13.2 Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

xn = anun−k = an, n = k, k + 1, . . .

είναι Z{anun−k} =
ak

zk−1(z − a)
, ∣z∣ > a.

Παράδειγµα 13.10 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = sin(n − 2)ω, n = 2,3, . . . . (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται yn = xn−2, όπου xn = sinnω, n > 0 ,

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.2 και τον Πίνακα 13.1,

Z{yn} = Z{xn−2} =
1

z2
Z{xn} =

1

z2
Z{sinnω} = 1

z2
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
= sinω

z(z2 − 2z cosω + 1)
.

∎
Στη συνέχεια ασχολούµαστε µε το µετασχηµατισµό Z της ακολουθίας που προκύπτει από την

προς τα µπρος µετατόπιση µίας ακολουθίας.
Η επόµενη πρόταση δίνει το µετασχηµατισµό Z της ακολουθίας που προκύπτει από την προς

τα µπρος µετατόπιση µίας ακολουθίας κατά ένα ή δύο και είναι απαραίτητη στη λύση εξισώσεων
διαϕορών πρώτης και δεύτερης τάξης µε τη ϐοήθεια µετασχηµατισµών Z (ϐλ. Ενότητα 13.4).

Πρόταση 13.3 Αν xn µία αιτιατή ακολουθία, τότε :
▸ Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = xn+1
είναι Z{yn} = Z{xn+1} = zX(z) − zx0,

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της xn.
▸ Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = xn+2,

είναι Z{yn} = Z{xn+2} = z2X(z) − z2x0 − zx1.

Απόδειξη
Από τον Ορισµό 13.1 του µετασχηµατισµού Z προκύπτει

Z{yn} =
∞
∑
n=0

yn
zn
=
∞
∑
n=0

xn+1
zn
=
∞
∑
n=0

z
xn+1
zn+1

= z
∞
∑
n=0

xn+1
zn+1

, (i)

οπότε, αλλάζοντας το δείκτη άθροισης σε k = n + 1, η (i) δίνει

Z{yn} = z
∞
∑
k=1

xk
zk
= z

∞
∑
k=0

xk
zk
− zx0 = zX(z) − zx0.

΄Οµοια αποδεικνύεται και η άλλη ιδιότητα.
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Παράδειγµα 13.11 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z των ακολουθιών

α) yn = sin(n + 1)ω ϐ) vn = sinh(n + 2)ω, n = 0,1,2, . . . .

Λύση
α) Επειδή yn = xn+1, όπου xn = sinnω,
σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.3,

Z{yn} = Z{xn+1} = zZ{xn} − zx0, όπου x0 = sin 0ω = 0 (i)
Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

Z{xn} = Z{sinnω} =
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
,

οπότε η (i) δίνει

Z{yn} = z
z sinω

z2 − 2z cosω + 1
= z2 sinω

z2 − 2z cosω + 1
.

ϐ) Επειδή
vn = xn+2, όπου xn = sinhnω,

σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.3,

Z{vn} = Z{xn+2} = z2Z{xn} − z2x0 − zx1, (ii)

όπου x0 = sinh0ω = 0 και x1 = sinhω.

Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

Z{xn} = Z{sinhnω} =
z sinhω

z2 − 2z coshω + 1
,

οπότε η (ii) δίνει

Z{vn} = z2
z sinhω

z2 − 2z coshω + 1
− z sinhω = z sinhωz

2 − (z2 − 2z coshω + 1)ω
z2 − 2z coshω + 1

= z sinhω
(2z coshω − 1)ω
z2 − 2z coshω + 1

.

∎
Με επαγωγή αποδεικνύεται, επίσης, η Πρόταση 13.4, η οποία είναι απαραίτητη στη λύση

εξισώσεων διαϕορών ανώτερης τάξης :

Πρόταση 13.4 Αν xn µία αιτιατή ακολουθία, τότε ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = xn+n0 , n0 ∈ N σταθερά,

είναι Z{yn} = Z{xn+n0} = z
n0Z{xn} −

n0−1
∑
k=0

xkz
n0−k.

Αποδεικνύεται ότι για το µετασχηµατισµό Z του γινοµένου µίας ακολουθίας επί an ισχύει :

Πρόταση 13.5 Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = anxn, a σταθερά,
όπου xn µία αιτιατή ακολουθία, είναι

Z{yn} = Z{anxn} = zn0X (z
a
),

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn.

Παράδειγµα 13.12 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = eβn sinnω, n = 0,1,2, . . . β, ω σταθερές.
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Λύση
Επειδή yn = eβn sinnω = anxn, όπου a = eβ και xn = sinnω,

σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.5,

Z{yn} = Z{anxn} =X (
z

a
), (ii)

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn.
Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

X(z) = Z{sinnω} = z sinω

z2 − 2z cosω + 1
, ∣z∣ > 1,

οπότε η (i) δίνει Z{yn} =

z

eβ
sinω

( z
eβ
)
2

− 2 z

eβ
cosω + 1

= zeβ sinω

z2 − zeβ cosω + e2β
.

∎
Αποδεικνύεται ότι για το µετασχηµατισµό Z του γινοµένου µίας αιτιατής ακολουθίας επί την

ακολουθία nk ισχύει :

Πρόταση 13.6 Ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας

yn = nkxn, k ∈ N∗ σταθερά,

όπου xn µία αιτιατή ακολουθία, είναι

Z{yn} = Z{nkxn} = (−z
d

dz
)
k

X(z),

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn.

Παράδειγµα 13.13 α) Να δειχθεί ότι :

i) Z{n} = z

(z − 1)2
ii) Z{n2} = z(z + 1)

(z − 1)3
.

ϐ) Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας an = n3.

Λύση
α) i) Επειδή yn = n = nxn, όπου xn = un,

σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.6, Z{yn} = Z{nxn} = (−z
d

dz
)X(z), (i),

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn = un.
Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

X(z) = Z{un} =
z

z − 1
, ∣z∣ > 1,

οπότε η (i) δίνει

Y (z) = Z{yn} = −z
d

dz
[ z

z − 1
] = −z −1

(z − 1)2
= z

(z − 1)2
.

ii) Επειδή yn = n2 = nxn, όπου xn = n,
σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.6 και το α) i),

Z{yn} = Z{nxn} = (−z
d

dz
)X(z) = −z d

dz
[ z

(z − 1)2
] = −z (z − 1)

2 − z2(z − 1)
(z − 1)4

= −z (z − 1)(−z − 1)
(z − 1)4

= z(z + 1)
(z − 1)3

.

ϐ) Επειδή an = n3 = nyn, όπου yn = n2,
σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.6,
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Z{an} = Z{nyn} = (−z
d

dz
)Y (z), (ii)

όπου Y (z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας yn = n, οπότε, λόγω και του (α),

Z{an} = −z
d

dz
[z(z + 1)
(z − 1)3

] = −z (z − 1)
3(2z + 1) − z(z + 1)3(z − 1)2

(z − 1)6

= −z
(z − 1)2 [2z + 1 − 3z2 − 3z]

(z − 1)6
= z(3z

2 + z − 1)
(z − 1)4

.

Παράδειγµα 13.14 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Z των αιτιατών ακολουθιών :

α) yn = ne−an, n = 0,1,2, . . . , a σταθερά, ϐ) yn = n22n, n = 0,1,2, . . . .

Λύση
α) Επειδή yn = ne−an = nxn, όπου xn = e−an,

σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.6,

Z{yn} = Z{nxn} = −z
d

dz
X(z), (ii)

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn = e−an.
Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

X(z) = Z{e−an} = z

z − e−a
, ∣z∣ > e−a,

οπότε η (ii) δίνει

Z{yn} = −z
d

dz
( z

z − e−a
) = −z z − e

−a − z
(z − e−a)2

= ze−a

(z − e−a)2
, ∣z∣ > e−a.

ϐ) Επειδή yn = n22n = n2xn, όπου xn = 2n,
σύµϕωνα µε την Πρόταση 13.6,

Z{yn} = Z{n2xn} = (−z
d

dz
)
2

X(z), (ii)

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn = 2n.
Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 13.1,

X(z) = Z{2n} = z

z − 2
, ∣z∣ > 2,

οπότε η (ii) δίνει

Z{yn} = (z
d

dz
)(z d

dz
)( z

z − 2
) = (z d

dz
)[z −2
(z − 2)2

] = −2z d
dz
[ z

(z − 2)2
]

= −2z (z − 2)
2 − z2(z − 2)
(z − 2)4

= −2z (z − 2)(−z − 2)
(z − 2)4

= 2z(z + 2)
(z − 2)3

.

∎
Αποδεικνύεται, επίσης, ότι ισχύουν τα παρακάτω δύο ϑεωρήµατα για τα όρια µίας ακολουθίας

και του µετασχηµατισµού Z αυτής. Το πρώτο, που λέγεται ϑεώρηµα αρχικής τιµής, είναι το
εξής :

Θεώρηµα 13.1 Αν η ακολουθία xn έχει µετασχηµατισµό Z X(z), τότε

x0 = lim
z→+∞

X(z).

Το δεύτερο ϑεώρηµα λέγεται ϑεώρηµα τελικής τιµής.



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 13. ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜ�ΟΣ Z 709

Θεώρηµα 13.2 Αν όλοι οι πόλοι της συνάρτησης

(1 − 1

z
)X(z),

όπου X(z) ο µετασχηµατισµός Z της ακολουθίας xn, είναι µέσα στο µοναδιαίο κύκλο στο
µιγαδικό επίπεδο, τότε

lim
n→+∞

xn = lim
z→1
(1 − 1

z
)X(z).

13.3 Αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z

Ορισµός 13.3 Ορίζουµε ως αντίστροϕο µετασχηµατισµό Z της µιγαδικής συνάρτησης X(z)
µία ακολουθία xn (αν υπάρχει), τέτοια ώστε

Z{xn} =X(z)
και γράϕουµε Z−1{X(z)} = xn.

Στη γενική περίπτωση δεν υπάρχει αντίστροϕος µετασχηµατισµός Ζ µίας συνάρτησης.
Σε ορισµένες περιπτώσεις ο µετασχηµατισµός Z µίας συνάρτησης µπορεί να ϐρεθεί µε τη

ϐοήθεια των µετασχηµατισµών Z ϐασικών συναρτήσεων του Πίνακα 13.1, όπως στα επόµενα πα-
ϱαδείγµατα.

Παράδειγµα 13.15 Να ϐρεθεί ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της συνάρτησης

X(z) = z

z + 4
.

Λύση
Σύµϕωνα τον Πίνακα 13.1,

Z {(−4)n} = z

z − (−4)
=X(z).

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 13.3, ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της συνάρτησης αυτής
είναι

Z−1 {X(z)} = (−4)n, n > 0.
∎

Από την Πρόταση 13.1 προκύπτει ότι :

Πρόταση 13.7 Ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z ενός γραµµικού συνδυασµού συναρτήσε-
ων είναι ο γραµµικός συνδυασµός των αντιστρόϕων µετασχηµατισµών Z αυτών, δηλαδή

Z−1{αX1(z) + βX2(z)} = αZ−1{X1(z)} + βZ−1{X2(z)}, a, β ∈ C σταθερές.

Από την Πρόταση 13.2 προκύπτει ότι :

Πρόταση 13.8 Αν ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της συνάρτησης X(z) είναι η ακολου-
ϑία xn και

x0 = x1 = ⋅ ⋅ ⋅ = xk−1 = 0,

τότε ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της συνάρτησης

Y (z) = X(z)
zk

είναι Z−1 {X(z)
zk
} = xn−kun−k = xn−k, n = k, k + 1, . . . , k ∈ N σταθερά,
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Παράδειγµα 13.16 Να δειχθεί ότι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της συνάρτησης

X(z) = 1

zm(z − a)
, m ∈ N σταθερά, (i)

είναι Z−1 { 1

zm(z − a)
} = an−(m+1)un−(m+1) = an−(m+1), n =m + 1,m + 2, . . . .

Λύση

Η (i) γράϕεται (k =m + 1) X(z) = 1

z(m+1)−1(z − a)
= 1

zk−1(z − a)
,

οπότε, λόγω της (13.1), ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z της X(z) είναι

xn = Z−1 {X(z)} = Z−1 { 1

zk−1(z − a)
} = an−kun−k = an−(m+1)un−(m+1), n =m + 1,m + 2, . . .

= {
0, n <m + 1
an−(m+1), n ≥m + 1

∎
Ο Πίνακας 13.2 περιέχει κάποιους αντίστροϕους µετασχηµατισµούς Z, οι οποίοι, σε συνδυα-

σµό µε την Παρατ. 13.3, είναι πολύ χρήσιµοι στην εύρεση αντίστροϕων µετασχηµατισµών Z.

Πίνακας 13.2 Αντίστροϕοι µετασχηµατισµοί Z.

Συνάρτηση Αντίστροϕος µετασχηµατισµός Z (n > 0)

z

z − 1
1 = un = {1,1, . . .}

z

z − a
an

z

z − eτ
enτ

1 δn = {1,0,0 . . .}

1

z
δn−1 = {0,1,0,0 . . .}

1

z − 1
un−1 = {0,1,1, . . .}

1

z − a
an−1un−1 = an−1, n = 1,2, . . .

1

zk(z − 1)
un−(k+1) = 1, n = k + 1, k + 2, . . .

1

zk(z − a)
an−(k+1)un−(k+1) = an−(k+1), n = k + 1, k + 2, . . .

1

zk
δn−k = {0,0, . . . ,1,0,0 . . .}

z

(z − a)2
nan−1un

1

(z − a)2
(n − 1)an−2un−1


