
συνδεδεμένο περιεχόμενο
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9.2 Ανάπτυγµα Fourier

Ορισµός 9.1 Αν η συνάρτηση f(x) είναι περιοδική στο R µε περίοδο 2l, τότε ορίζουµε ως
ανάπτυγµα Fourier ή σειρά Fourier αυτής την σειρά

A0

2
+
∞
∑
n=1
(An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l
) , (9.10)

όπου οι σταθερές An και Bn, που λέγονται συντελεστές Fourier, είναι

A0 = 1

l
∫

l

−l
f(x)dx (9.11)

An = 1

l
∫

l

−l
f(x) cos nπx

l
dx (9.12)

Bn = 1

l
∫

l

−l
f(x) sin nπx

l
dx. (9.13)

Από το Θεώρηµα 6.2 προκύπτει το επόµενο ϑεώρηµα, στο οποίο στηρίζεται η ανάπτυξη µίας
τµηµατικά συνεχούς περιοδικής συνάρτησης σε σειρά Fourier.

Θεώρηµα 9.1 Αν η συνάρτηση f(x):
▸ είναι ορισµένη στο R εκτός ίσως από ένα αριθµήσιµο σύνολο σηµείων,
▸ είναι περιοδική µε περίοδο 2l,
▸ είναι συνεχής ή τµηµατικά συνεχής,

τότε η σειρά Fourier (9.10) συγκλίνει στην συνάρτηση f(x), οπότε λέµε ότι η f(x) αναπτύσ-
σεται σε σειρά Fourier και γράϕουµε

f(x) = A0

2
+
∞
∑
n=1
(An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l
) ,

όπου οι συντελεστές Fourier δίνονται από τις (9.11-13).

Παράδειγµα 9.1 Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Fourier της συνάρτησης f(x) µε τη γραϕική
παράσταση του Σχήµατος 9.1

Σχήµα 9.1 Η γραϕική παράσταση της συνάρτησης f(x) του Παραδείγµατος 9.1.

Λύση
Από το Σχήµα 9.1 φαίνεται ότι η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε όλο το R εκτός των σηµείων
x = kπ, k ∈ Z, οπότε, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 9.1, αναπτύσσεται στη σειρά Fourier

f(x) = A0

2
+
∞
∑
n=1
(An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l
) , (i)

όπου (l = π) A0 =
1

π
∫

π

−π
f(x)dx,
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An = 1

π
∫

π

−π
f(x) cos nπx

π
dx = 1

π
∫

π

−π
f(x) cosnxdx

Bn = 1

π
∫

π

−π
f(x) sin nπx

π
dx = 1

π
∫

π

−π
f(x) sinnxdx.

(ii)

Από το Σχήµα 9.1 φαίνεται ότι
f(x) = x, x ∈ (−π,π].

Η συνάρτηση f(x) και η f(x) cosnx είναι περιττές, ενώ η f(x) sinnx άρτια, οπότε οι (ii) δίνουν

A0 = 1

π
∫

π

−π
xdx = 0,

An = 1

π
∫

π

−π
x cosnxdx = 0

Bn = 1

π
∫

π

−π
x sinnxdx = 2

π
∫

π

0
x sinnxdx = 2

π
∫

π

0
x(−cosnx

n
)
′
dx

= 2

π
([−x cosnx

n
]
π

0
− ∫

π

0
−cosnx

n
dx) = 2

nπ
(−π cosnπ + 0 + [sinnx

n
]
π

0
) = 2(−1)n+1

n
Εποµένως, από την (i) προκύπτει το ανάπτυγµα Fourier της f(x)

f(x) = 2(−1)n+1

n
sinnx, n = 1,2,⋯.

∎
`Οπως και στο Παράδειγµα 9.1, προκύπτει ότι :

Παρατήρηση 9.2 Αν η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής, περιοδική µε περίοδο 2l και :
▸ περιττή, τότε αναπτύσσεται σε σειρά Fourier που περιέχει µόνο ηµίτονα

f(x) = Bn sin
nπx

l
, (9.14)

όπου

Bn =
2

l
∫

l

0
f(x) sin nπx

l
dx. (9.15)

▸ άρτια, τότε αναπτύσσεται σε σειρά Fourier που περιέχει µόνο συνηµίτονα

f(x) = A0

2
+An cos

nπx

l
, (9.16)

όπου

A0 =
2

l
∫

l

0
f(x)dx και An =

2

l
∫

l

0
f(x) cos nπx

l
dx. (9.17)

Αν η συνάρτηση είναι ορισµένη και συνεχής µόνον στο (−l, l), τότε την επεκτείνουµε ως περιο-
δική σε όλο το R, οπότε µπορούµε να ϐρούµε το ανάπτυγµα Fourier της.

Αν η συνάρτηση είναι ορισµένη και συνεχής µόνον στο (0, l), τότε την επεκτείνουµε ως περιττή
ή άρτια στο (−l,0) και στη συνέχεια ως περιοδική σε όλο το R, οπότε µπορούµε να ϐρούµε το
ανάπτυγµα Fourier της.

Παράδειγµα 9.2 Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Fourier της συνάρτησης

f(x) = x, 0 < x < π.

Λύση
Επεκτείνουµε την f(x) ως περιττή στο (−π,0) και στη συνέχεια ως περιοδική σε όλο το R, οπότε



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 9. ΣΕΙΡ�ΕΣ FOURIER 525

προκύπτει η συνάρτηση µε τη γραϕική παρασταση του Σχήµατος 9.2α, η οποία σύµϕωνα µε την
Παρατήρηση 9.1, αναπτύσσεται στη σειρά Fourier

f(x) = Bn sinnx, n = 1,2,⋯,

όπου (ϐλ. Παράδειγµα 9.1) Bn = 2∫
π

0
x sinnxdx = 2(−1)n+1

n
.

οπότε f(x) =
∞
∑
k=0

2(−1)n+1

n
sinnx.

Μπορούµε να επεκτείνουµε την f(x) ως άρτια στο (−π,0) και στη συνέχεια ως περιοδική σε όλο το
R, οπότε προκύπτει η συνάρτηση µε τη γραϕική παρασταση του Σχήµατος 9.2β, η οποία σύµϕωνα
µε την Παρατήρηση 9.1, αναπτύσσεται στη σειρά Fourier

O
x

f(x)

-π π

π

2π-2πO
x

f(x)

-π π

π

-π

2π

(α) (β)

-2π

Σχήµα 9.2 Η γραϕική παρασταση της συνάρτησης f(x) του Παραδείγµατος 9.2 αν επεκταθεί ως :
α) περιττή ϐ) άρτια

f(x) = A0

2
+
∞
∑
n=1

An cos
nπx

π
= A0

2
+An cosnx, n = 1,2,⋯, (i)

όπου

A0 = 2

π
∫

π

0
xdx = 2

π
[x

2

2
]
π

0

= 2

π

π2

2
= π

An = 2

π
∫

π

0
x cosnxdx = 2

π
∫

π

0
x(sinnx

n
)
′
dx = 2

π
([x sinnx

n
]
π

0
− 1

n
∫

π

0
sinnxdx)

= 2

π
(0 + 1

n
[cosnx

n
]
π

0
) = 2

n2π
(cosnπ − 1) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0, αν n άρτιος

− 4

n2π
, αν n περιττός

οπότε η (i) δίνει (n = 2k + 1, k = 0,1,⋯, αϕού n περιττός)

f(x) = π
2
− 4

π

∞
∑
k=0

cos(2k + 1)x
(2k + 1)2π

.

Παράδειγµα 9.3 Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Fourier της συνάρτησης f(x) µε τη γραϕική
παράσταση του Σχήµατος 9.3.

Σχήµα 9.3 Η γραϕική παράσταση της συνάρτησης f(x) του Παραδείγµατος 9.3

Λύση
Από το Σχήµα 9.3 φαίνεται ότι η f(x) είναι περιττή και περιοδική µε περίοδο 2l = 2π ⇔ l = π,
οπότε το ανάπτυγµα Fourier της είναι της µορϕής (ϐλ. Παρατήρηση 9.1)
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f(x) =
∞
∑
n=1

Bn sin
nπx

π
=
∞
∑
n=1

Bn sinnx, (i)

όπου Bn =
2

π
∫

π

0
f(x) sinnxdx (ii)

Από το Σχήµα 9.3 φαίνεται ότι f(x) = 1, 0 < x < π,
οπότε η (ii) δίνει

Bn =
2

π
∫

π

0
sinnxdx = 2

π
[− cosnx

n
]
π

0
= 2

nπ
(1 − cosnπ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0, αν n = 2k

4

nπ
, αν n = 2k + 1.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει

f(x) =
∞
∑
k=0

4

(2k + 1)π
sin(2k + 1)x.

Αποδεικνύεται ότι ισχύει η επόµενη πρόταση (καθώς και άλλες αντίστοιχες), η οποία είναι
απαραίτητη στη λύση διαϕορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους µε τη ϐοήθεια αναπτύγµατος
Fourier (ϐλ. ενότ. 5.3).

Πρόταση 9.1 Αν το ανάπτυγµα Fourier µίας δύο φορές παραγωγίσιµης περιττής και περιο-
δικής µε περίοδο 2l συνάρτησης f(x) είναι

f(x) =
∞
∑
n=1

Bn sin
nπx

π
,

τότε :
▸ Το ανάπτυγµα Fourier της παραγώγου της είναι

f ′(x) =
∞
∑
n=1

B(1)n sin
nπx

π
, όπου B(1)n = −nπ

l
Bn.

▸ Το ανάπτυγµα Fourier της δεύτερης παραγώγου της είναι

f ′′(x) =
∞
∑
n=1

B(2)n sin
nπx

π

όπου B(2)n = −n
2π2

l2
Bn +

nπ

l
[f(0) − f(l) cosnπ].

9.2.1 Ανάπτυγµα Fourier µε το Matlab
Η εύρεση του αναπτύγµατος Fourier µίας περιοδικής συνάρτησης f(x), περιόδου T γίνεται εύκολα
υπολογίζοντας τα ολοκληρώµατα των (9.11-13) µε τη ϐοήθεια των παρακάτω εντολών του Matlab

syms n x

T=...;

a0=(2/T)*int(f(x),x,0,T);

an=(2/T)*int(f(x)*cos(2*n*pi*x/T),0,T);

bn=(2/T)*int(f(x)*sin(2*n*pi*x/T),0,T);

εισάγοντας σε κάθε περίπτωση τη συνάρτηση f(x) και την περιόδο της T , όπως στο επόµενο
παράδειγµα.

Παράδειγµα 9.4 Να ϐρεθεί το ανάπτυγµα Fourier της συνάρτησης f(x) µε τη γραϕική
παράσταση του Σχήµατος 9.4

Λύση
Από το Σχήµα 9.4 φαίνεται ότι η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής σε όλο το R εκτός των σηµείων
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x = k, k ∈ Z και περιοδική µε περίοδο T = 1, οπότε, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 9.1, αναπτύσσεται
στη σειρά Fourier

f(x) = A0

2
+
∞
∑
n=1
(An cos

nπx

l
+Bn sin

nπx

l
) , (i)

όπου l = T
2
= 1

2
και

A0 =
1

l
∫

l

−l
f(x)dx, An =

1

l
∫

l

−l
f(x) cos nπx

l
dx, Bn =

1

l
∫

l

−l
f(x) sin nπx

l
dx. (ii)

O
x

f(x)

1

-1 1 2

Σχήµα 9.4 Η γραϕική παράσταση της συνάρτησης f(x) του Παραδείγµατος 9.4

Από το Σχήµα 9.4 φαίνεται ότι f(x) = x, x ∈ [0,1].

Υπολογίζουµε τα ολοκληρώµατα της (ii) µε τη ϐοήθεια των παρακάτω εντολών του Matlab

syms n x

T=1;

a0=(2/T)*int(x,x,0,T;

an=(2/T)*int(x*cos(2*n*pi*x/T),0,T;

bn=(2/T)*int(x,sin(2*n*pi*x/T),0,T;

από την εκτέλεση της οποίας προκύπτει

a0=1

an=-(2*sin(pi*n)ˆ2-2*pi*n*sin(2*pi*n))/(2*piˆ2*nˆ2)

bn=(sin(2*pi*n)-2*pi*n*cos(2*pi*n))/(2*piˆ2*nˆ2)

Επειδή το n είναι ακέραιος,

sin(πn) = sin(2πn) = 0 και cos(2πn) = 1,

οπότε η παραπάνω λύση δίνει an = 0 και bn = −
1

π2n2
.

Εποµένως, από την (i) προκύπτει ότι το ανάπτυγµα Fourier της f(x) είναι

f(x) = 1

2
−
+∞
∑
n=1

1

π2n2
sin 2πnx.

9.3 Εκθετικό ανάπτυγµα Fourier
Στην ενότητα αυτή ασχολούµαστε µε µία άλλη χρήσιµη µορϕή του αναπτύγµατος Fourier µίας
περιοδικής συνάρτησης, το εκθετικό ανάπτυγµα Fourier.

Θεώρηµα 9.2 Αν η συνάρτηση f(x) είναι περιοδική στο R µε περίοδο 2l, τότε µπορεί να
αναπτυχθεί στη σειρά

f(x) =
+∞
∑

n=−∞
ane

inπx
l , (9.18)

που λέγεται εκθετική σειρά Fourier ή εκθετικό ανάπτυγµα Fourier της f(x). Οι µιγαδικές
σταθερές an, που λέγονται συντελεστές του εκθετικού αναπτύγµατος Fourier της f(x) είναι

an(x) =
1

2l
∫

l

−l
f(x)e−i

nπx
l dx, n ∈ Z. (9.19)


