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8.1 Βασικές έννοιες
Οι µετασχηµατισµοί Laplace αποτελούν ειδικές περιπτώσεις µίας γενικής κατηγορίας µετασχηµα-
τισµών που είναι γνωστοί ως γενικευµένοι γραµµικοί ολοκληρωτικοί µετασχηµατισµοί. Αυτοί οι
µετασχηµατισµοί νοούνται ως µαθηµατικοί τελεστές που δρουν επί µίας συνάρτησης εισόδου f(t)
και παράγουν µία συνάρτηση εξόδου

F (s) = T [f(t)] = ∫
s2

s1
k(s, t)f(t)dt (8.1)

όπου s µεταβλητή πραγµατική ή γενικότερα µιγαδική. Στην παραπάνω εξίσωση, η συνάρτηση
k(s, t) ονοµάζεται πυρήνας (kernel) του µετασχηµατισµού. Εάν για τη συνάρτηση του πυρή-
να υϕίσταται η αντίστροϕη συνάρτηση k−1(t, s), τότε υπάρχει και ο αντίστροϕος ολοκληρωτικός
µετασχηµατισµός ο οποίος ορίζεται ως

f(t) = T−1[F (s)] = ∫
t2

t1
k−1(t, s)F (s)ds (8.2)

Ανάλογα µε τις τιµές των ορίων των ολοκληρωµάτων s1, s2 και t1, t2 και της συνάρτησης πυρήνα
k(s, t) υπάρχουν αρκετοί γενικευµένοι ολοκληρωτικοί µετασχηµατισµοί που ϐρίσκουν εϕαρµογή
σε διάϕορα προβλήµατα:
▸ Στο µετασχηµατισµό Laplace ο πυρήνας είναι η συνάρτηση e−st, όπου s µεταβλητή πραγµατική

ή γενικότερα µιγαδική, και τα όρια από 0 ως +∞ (µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace) ή από
−∞ ως +∞ (αµϕίπλευρος µετασχηµατισµός Laplace).
▸ Στο µετασχηµατισµό Fourier) (ϐλ. κεϕ. 9) ο πυρήνας είναι η συνάρτηση e−iωt, όπου η

µεταβλητή s = iω, ω ∈ R είναι φανταστική.

Ορισµός 8.1 Ορίζουµε ως µονόπλευρο µετασχηµατισµό Laplace (αν υπάρχει) της συνάρ-
τησης f(t), t > 0 τη συνάρτηση

F (s) = L{f(t)} = ∫
+∞

0
f(t)e−stdt,

όπου s πραγµατική ή µιγαδική µεταβλητή.
Ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t) λέµε ότι υπάρχει, αν το γενικευµένο αυτό ολοκλήρωµα
συγκλίνει για κάποιες τιµές της s. Αλλιώς, δηλαδή αν το ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει για
καµία τιµή s, τότε λέµε ότι δεν υπάρχει ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Για το σκοπό του ϐιβλίου αυτού ο µονόπλευρος µετασχηµατισµός Laplace µε s πραγµατικό
είναι επαρκής. ΄Ετσι στο εξής, όταν ϑα αναϕέρεται η έννοια “µετασχηµατισµός Laplace ” ϑα
εννοείται πάντοτε ο µονόπλευρος που δίνεται από τον Ορισµό 8.1, όπου s πραγµατική µεταβλητή.

Παράδειγµα 8.1 Να ϐρεθεί (αν υπάρχει) ο µετασχηµατισµός Laplace των συναρτήσεων:

α) f(t) = eat, a ∈ R, t > 0 ϐ) f(t) = et
2

, t > 0

Λύση
Σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.1:
α) Ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης αυτής είναι

F (s) = L{eat} = ∫
+∞

0
eate−stdt = lim

M→+∞∫
M

0
e(a−s)tdt. (i)

Παρατηρούµε ότι για a − s < 0 ⇔ s > a το γενικευµένο αυτό ολοκλήρωµα συγκλίνει ενώ για s ≤ a
αποκλίνει, οπότε από την (i) προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της eat υπάρχει για s > a
και είναι

F (s) = ∫
+∞

0
e(a−s)tdt = [e

(a−s)t

a − s
]
+∞

0

= lim
M→+∞

[e
(a−s)t

a − s
]
M

0

= − 1

a − s
= 1

s − a
, s > a.

ϐ) Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫
+∞

0
et

2

e−stdt
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αποκλίνει για κάθε s ∈ R, ο µετασχηµατισµός Laplace της et
2

δεν υπάρχει.

Ορισµός 8.2 Μία συνάρτηση f(t), t > 0 λέγεται εκθετικής τάξης α εάν υπάρχουν πραγµα-
τικές σταθερές M ≥ 0 και K > 0 καθώς και πραγµατική παράµετρος α, τέτοιες ώστε

∣f(t)∣ ≤Keαt για τιµές t ≥M.

Αποδεικνύεται ότι ισχύει το επόµενο ϑεώρηµα µε το οποίο µπορούµε να συνάγουµε σε πολλές
περιπτώσεις την ύπαρξη του µετασχηµατισµού Laplace µίας συνάρτησης.

Θεώρηµα 8.1 Αν η συνάρτηση f(t) είναι τµηµατικά συνεχής (δηλαδή συνεχής εκτός από
πεπερασµένο αριθµό σηµείων) για κάθε ϑετική τιµή του T και εκθετικής τάξης α, τότε υπάρχει
ο µετασχηµατισµός Laplace

L{f(t)} = F (s), για s > α.

Παράδειγµα 8.2 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της σταθερής συνάρτησης

f(t) = c, c σταθερά.

Λύση
Από τον Ορισµό 8.1 προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = c είναι

F (s) = ∫
+∞

0
ce−stdt = c lim

M→+∞∫
M

0
e−stdt = c lim

M→+∞
[e
−st

−s
]
M

0

= c lim
M→+∞

[−e
−sM

s
+ 1

s
] . (i)

Για s < 0, lim
M→+∞

[−e
−sM

s
+ 1

s
] = −∞+ 0 = −∞,

οπότε το παραπάνω γενικευµένο ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει.

Για s > 0, lim
M→+∞

e−sM

s
= 0

οπότε η (i) δίνει F (s) = c
s
, s > 0.

Παράδειγµα 8.3 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της ταυτοτικής συνάρτησης

f(t) = t.

Λύση
Από τον Ορισµό 8.1 προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = t είναι
(εϕαρµόζοντας κατά παράγοντες ολοκλήρωση)

F (s) = ∫
+∞

0
te−stdt = lim

M→+∞∫
M

0
te−stdt = lim

M→+∞
[− te

−st

s
− e
−st

s2
]
M

0

= lim
M→+∞

[−Me−sM

s
− e
−sM

s2
+ 1

s2
] .

Για s < 0 το όριο αυτό προκύπτει −∞, οπότε το παραπάνω γενικευµένο ολοκλήρωµα δεν συγκλίνει.
Για s > 0, το παραπάνω όριο υπολογίζεται µε τη ϐοήθεια του κανόνα De Hospital, οπότε προκύπτει

F (s) = 1

s2
, s > 0.
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Παράδειγµα 8.4 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace των τριγωνοµετρικών συνάρτησεων

α) f(t) = sinωt, t > 0 ϐ) f(t) = cosωt, t > 0.

Λύση
α) Από τον Ορισµό 8.1 του µετασχηµατισµού Laplace εϕαρµόζοντας κατά παράγοντες ολοκλήρωση
προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

f(t) = sinωt, t > 0
είναι

F (s) = ∫
+∞

0
sin(ωt)e−stdt = lim

M→+∞
[− e−st

s2 + ω2
(s sinωt + ω cosωt)]

M

0

= lim
M→+∞

[ ω

s2 + ω2
− e−sM

s2 + ω2
(s sinωM + ω cosωM)] .

(i)

Για s < 0, προκύπτει ότι

lim
M→+∞

[ ω

s2 + ω2
− e−sM(s sinωM + ω cosωM)] = −∞,

οπότε το παραπάνω γενικευµένο ολοκλήρωµα δε συγκλίνει.
Για s > 0, προκύπτει ότι

lim
M→+∞

[ ω

s2 + ω2
− e−sM(s sinωM + ω cosωM)] = ω

s2 + ω2
,

οπότε η (i) δίνει F (s) = ω

s2 + ω2
, s > 0.

ϐ) `Οµοια προκύπτει ότι ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

f(t) = cosωt, t > 0
είναι F (s) = s

s2 + ω2
, s > 0.

8.1.1 Εύρεση µετασχηµατισµού Laplace µε χρήση του Matlab
Η εύρεση του µετασχηµατισµού Laplace µίας συνάρτησης f(t) µε το Matlab γίνεται µε την εντολή
laplace(f(t)) όπως στο επόµενο παράδειγµα

Παράδειγµα 8.5 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace των συναρτήσεων

α) f(t) = e−4t cos 2t ϐ) f(t) = t3e−4t cos 2t γ) f(t) = t sin(5t − 2)

δ) f(t) = t et
2

sin 3t ε) f(t) = t2e−2t sinh5t

Λύση
α) Αϕού ορίσουµε τις syms µεταβλητές s, t χρησιµοποιούµε την εντολή laplace(f(t))

syms s t

laplace(exp(-4*t)*cos(2*t))

Από την εκτέλεση προκύπτει

(s + 4)/((s + 4)ˆ2 + 4)

Εκτελώντας στη συνέχεια την εντολή

simple(ans)

προκύπτει η λύση στην µορϕή
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(s + 4)/(sˆ2 + 8*s + 20)

Εκτελώντας τέλος την εντολή

pretty(ans)

Από την εκτέλεση προκύπτει η απάντηση στην πιο ϐολική µορϕή της

s + 4
(s + 4)2 + 4

ϐ) Με τις εντολές

syms s t

laplace(tˆ3*exp(-4*t)*cos(2*t))

pretty(simple(ans))

προκύπτει η λύση στην πιο ϐολική µορϕή της

6(s2 + 4s − 4)(s2 + 12s + 28)
(s2 + 8s + 20)4

γ) Με τις εντολές

syms s t

laplace(t*sin(5*t-2))

pretty(simple(ans))

προκύπτει η λύση στην πιο ϐολική µορϕή της

− sin(2)s2 + 10 cos(2)s + 25 sin(2)
(s2 + 25)2

δ) Με τις εντολές

syms s t

laplace(t*exp(tˆ2)*sin(3*t))

pretty(simple(ans))

προκύπτει η απάντηση από το Matlab στη ϐολική µορϕή της

1

4
{π

1
2 e−

(3+si)2
4 (s

2
+ 3i

2
)(erf (s

2
− si

2
) − 1]} − 1

4
{π

1
2 e
(3+si)2

4 (s
2
− 3i

2
)(erf (s

2
+ si

2
) + 1]}

ε) Με τις εντολές

syms s t

laplace(tˆ2*exp(-2*t)*sinh(5*t))

pretty(simple(ans))

προκύπτει η απάντηση από το Matlab στη ϐολική µορϕή της

1

(s − 3)3
− 1

(s + 7)3
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8.2 Ιδιότητες µετασχηµατισµού Laplace
Στην ενότητα αυτή δίνουµε χωρίς απόδειξη (για απόδειξη ϐλ. Αθ. Μάργαρη, Σήµατα και συστήµα-
τα, εκδόσεις Τζιόλα) κάποιες προτάσεις, µε τη ϐοήθεια των οποίων η εύρεση του µετασχηµατισµού
Laplace γίνεται πολύ πιο εύκολη σε πολλές περιπτώσεις.

Πρόταση 8.1 Ο µετασχηµατισµός Laplace ενός γραµµικού συνδυασµού συναρτήσεων είναι
ο αντίστοιχος γραµµικός συνδυασµός των µετασχηµατισµών Laplace των συναρτήσεων αυτών,
δηλαδή

L{αf(t) + βg(t)} = αL{f(t)} + βL{g(t)}, a, β ∈ R σταθερές.

Απόδειξη
Από τον Ορισµό 8.1 του µετασχηµατισµού Laplace προκύπτει

L{αf(t) + βg(t)} = ∫
+∞

0
[αf(t) + βg(t)]e−stdt

= α∫
+∞

0
f(t)e−stdt + β ∫

+∞

0
g(t)e−stdt

= α∫
+∞

0
f(t)e−stdt + β ∫

+∞

0
g(t)e−stdt

= αL{f(t)} + βL{g(t)}.

Παράδειγµα 8.6 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace των υπερβολικών συνάρτησεων

α) f(t) = sinhat, t > 0 ϐ) f(t) = coshat, t > 0.

Λύση
α) Επειδή

f(t) = sinhat = 1

2
(eat − e−at)

από την Πρόταση 8.1 προκύπτει ότι

L{sinhαt} = 1

2
(L{eαt} −L{e−αt}) (i)

Στο Παράδειγµα 8.1α δείξαµε ότι

L{eαt} = 1

s − α
, s > a (ii)

οπότε L{e−αt} = L{e−(−α)t} = 1

s − (−α)
= 1

s + α
, s > −a. (iii)

`Ετσι η (i) δίνει

L{sinhαt} = 1

2
( 1

s − α
− 1

s + α
) = α

s2 − α2
, s > ∣a∣.

ϐ) Επειδή cosh(αt) = e
αt + e−αt

2
,

από την Πρόταση 8.1 προκύπτει ότι

L{coshαt} = 1

2
(L{eαt} +L{e−αt}), s > ∣a∣ (iv)

οπότε, λόγω των (ii) και (iii), η (iv) δίνει

L{coshαt} = 1

2
( 1

s − α
+ 1

s + α
) = s

s2 − α2
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Πρόταση 8.2 Αν η συνάρτηση f(t), t > 0 είναι εκθετικής τάξης a και συνεχής και η
παράγωγός της είναι τµηµατικά συνεχής, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της παραγώγου της
υπάρχει για s > a και είναι

L{df(t)
dt
} = sL{f(t)} − f(0+), s > a,

όπου f(0+) = lim
t→0+

f(t).

Παράδειγµα 8.7 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

f(t) = tn, t > 0.

Λύση
Σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.1, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

f(t) = tn
είναι

L{tn} = ∫
+∞

0
tne−stdt = ∫

+∞

0
tn(− e

−st

s
)
′

dt = [−tn e
−st

s
]
∞

0

+ 1

s
∫
+∞

0
e−st(tn)′dt

= n

s
∫
∞

0
tn−1e−stdt = n

s
L{tn−1}.

(i)

Εϕαρµόζοντας διαδοχικά την (i) προκύπτει
L{tn} = n

s
L{tn−1}

L{tn−1} = n − 1
s
L{tn−2}

L{tn−2} = n − 2
s
L{tn−3}

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮

L{t} = 1

s
L{t0} = 1

s
L{1} = 1

s
,

αϕού L{1} = ∫
+∞

0
e−stdt = [ − e

−st

s
]
+∞

0

= 1

s
, s > 0.

Αντικαθιστώντας αναδροµικά στην πρώτη εκ των παραπάνω σχέσεων τις υπόλοιπες σχέσεις, προ-
κύπτει

L{tn} = n
s

n − 1
s

n − 2
s

. . .
1

s

1

s
= n!

sn+1
.

∎
Με επαγωγή από την Πρόταση 8.2 προκύπτει ότι :

Πρόταση 8.3 Αν η συνάρτηση f(t), t > 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a
και η νιοστή παράγωγος της fn(t) είναι τµηµατικά συνεχής, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace
της παραγώγου της fn(t) υπάρχει για s > a και είναι

L{f (n)(t)} = snL{f(t)} − sn−1f(0+) − sn−2f ′(0+) − ⋅ ⋅ ⋅ − f (n−1)(0+),
όπου f(0+) = lim

x→0+
f(t).

Η πρόταση αυτή είναι απαραίτητη στη λύση διαϕορικών εξισώσεων µε τη ϐοήθεια µετασχηµατισµών
Laplace (ϐλ. Ενότητα 8.6).

∎
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Αν η συνάρτηση f(t), t ≥ 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a και η παράγωγος
της f ′(t) είναι τµηµατικά συνεχής, τότε παραγωγίζοντας ως προς s τον Ορισµό 8.1 του µετασχη-
µατισµού Laplace προκύπτει

dL{f(t)}
ds

= d

ds
∫
∞

0
f(t)e−stdt = ∫

∞

0
f(t)d(e

−st)
ds

dt = ∫
∞

0
(−t)f(t)e−stdt = L{−tf(t)}, s > a,

οπότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = tf(t)

είναι L{tf(t)} = −dL{f(t)}
ds

, s > a.

Παραγωγίζοντας για δεύτερη φορά ως προς s τον Ορισµό 8.1 προκύπτει

d2L{f(t)}
ds2

= ∫
∞

0
(−t)f(t)d(e

−st)
ds

dt = ∫
∞

0
t2f(t)e−stdt = L{t2f(t)}, s > a,

οπότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = t2f(t), t > 0

είναι L{t2f(t)} = d
2L{f(t)}
ds2

, s > a.

Με επαγωγή δείχνεται ότι :

Πρόταση 8.4 Αν η συνάρτηση f(t), t ≥ 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a,
τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = tnf(t)

L{tnf(t)} = (−1)nd
nF (s)
dsn

, s > a,

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Παράδειγµα 8.8 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace των συναρτήσεων

α) g(t) = t coshαt, t > 0 ϐ) g(t) = t2 sinat, t > 0.

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.4 και το Παράδειγµα 8.5β, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρ-
τησης g(t) = t cosh(αt), t > 0 είναι

L{t coshαt} = − d
ds
(L{coshαt}) = − d

ds
( s

s2 − α2
) = s2 + α2

(s2 − α2)2
.

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης g(t) = t2 sinat, t > 0
είναι

L{t2 sinat} = (−1)2d
2F (s)
ds2

= d
2F (s)
ds2

, (i)

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = sinat, t > 0, ο οποίος, σύµϕωνα µε
το Παράδειγµα 8.4α, είναι

F (s) = a

s2 + a2
.

Επειδή
dF (s)
ds

= −2as
(s2 + a2)2

και
d2F (s)
ds2

= d

ds
[ −2as
(s2 + a2)2

] = 6as2 − 2a3

(s2 + a2)3
,

η (i) δίνει L{t2 sinat} = 6as2 − 2a3

(s2 + a2)3
, s > 0.
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Πρόταση 8.5 Αν ο µετασχηµατισµός Laplace F (s) της συνάρτησης f(t) υπάρχει για s > β,
τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = eatf(t), t > 0
υπάρχει για s > a + β και είναι

L{eatf(t)} = F (s − a), s > a + β,

Απόδειξη

Από τον Ορισµό 8.1 του µετασχηµατισµού Laplace προκύπτει ότι

L{eatf(t)} = lim
α→+∞∫

α

0
eatf(t)e−stdt = ∫

+∞

0
f(t)e−(s−a)tdt = F (s − a),

για s − a > β ⇔ s > a + β

(αϕού ο µετασχηµατισµός Laplace F (s) της συνάρτησης f(t) υπάρχει για s > β).

Παράδειγµα 8.9 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Laplace:

α) της συνάρτησης g(t) = eαt sinωt, t > 0

είναι L{eαt sinωt} = ω

ω2 + (s − α)2
, s > α.

ϐ) της συνάρτησης g(t) = eαt cosωt, t > 0
είναι L{eαt cosωt} = s − a

ω2 + (s − α)2
, s > α.

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.5, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης g(t) = eαt sinωt, t >
0 είναι

L{eαt sinωt} = F (s − a), s > a + 0, (i)

όπου F (s) µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = sinωt, t > 0, ο οποίος, σύµϕωνα µε
το Παράδειγµα 8.4α, είναι

F (s) = ω

ω2 + s2
, s > 0.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι

L{eαt sinωt} = ω

ω2 + (s − α)2
, s > α.

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.5, ο µετασχηµατισµός Laplace της g(t) = eαt cosωt, t > 0 είναι

L{eαt cosωt} = F (s − a), s > a + 0, (ii)

όπου F (s) µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = cosωt, t > 0, ο οποίος, σύµϕωνα µε
το Παράδειγµα 8.4β, είναι

F (s) = s

ω2 + s2
, s > 0.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι

L{eαt sinωt} = s − a
ω2 + (s − α)2

, s > α.
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Παράδειγµα 8.10 Να δειχθεί ότι ο µετασχηµατισµός Laplace:

α) της συνάρτησης g(t) = eαt sinhβt, t > 0

είναι L{eαt sinhβt} = β

(s − α)2 − β2
, s > α + ∣β∣.

ϐ) της συνάρτησης g(t) = eαt coshβt, t > 0

είναι L{eαt coshβt} = s − a
(s − α)2 − β2

, s > α + ∣β∣.

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.6, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης g(t) = eαt sinhβt, t >
0 είναι

L{eαt sinhβt} = F (s − a), s > a + ∣β∣, (i)

όπου F (s) µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = sinhβt, t > 0, ο οποίος, σύµϕωνα µε
το Παράδειγµα 8.5α, είναι

F (s) = β

s2 − β2
, s > ∣β∣.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι

L{eαt sinhβt} = β

(s − α)2 − β2
, s > α + ∣β∣.

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.5, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης g(t) = eαt coshβt, t >
0 είναι

L{eαt coshβt} = F (s − a), s > a + ∣β∣, (ii)

όπου F (s) µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = coshβt, ο οποίος, σύµϕωνα µε το
Παράδειγµα 8.5β, είναι

F (s) = s

s2 − β2
, s > ∣β∣.

`Ετσι, από την (i) προκύπτει ότι

L{eαt sinhβt} = s − a
(s − α)2 − β2

, s > α + ∣β∣.

Πρόταση 8.6 Αν η συνάρτηση f(t), t ≥ 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a,
τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f(t − t0), t > t0
0 0 ≤ t ≤ t0

είναι L{g(t)} = e−st0F (s), s > a,

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Απόδειξη
Από τον Ορισµό 8.1 του µετασχηµατισµού Laplace προκύπτει

L{g(t)} = ∫
+∞

0
g(t)e−stdt = ∫

+∞

t0
f(t − t0)e−stdt.

Θέτοντας t − t0 = u,
t = t0 + u, dt = du και για t = t0, u = 0,

οπότε το παραπάνω ολοκλήρωµα δίνει

L{g(t)} = ∫
+∞

−t0
f(u)e−s(u+t0)du = e−st0 ∫

+∞

0
f(u)e−sudu = e−st0L{f(t)}.
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Παράδειγµα 8.11 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

sin(t − π
4
) , t > π

4

0, 0 ≤ t ≤ π
4

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.6, ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης g(t) είναι

L{g(t)} = e−s
π
4 F (s), (i)

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = sin t, ο οποίος, σύµϕωνα µε τον
Πίνακα 8.1, είναι

L{f(t)} = L{sin t} = 1

s2 + 1
, s > 0,

οπότε η (i) δίνει L{g(t)} = e−s
π
4

1

s2 + 1
, s > 0.

Πρόταση 8.7 Αν ο µετασχηµατισµός Laplace F (s) της συνάρτησης f(t), t > 0 υπάρχει για
s > a, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = f(βt)
υπάρχει για s > a και είναι

L{f(βt)} = 1

β
F ( s

β
) , s > a,

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Απόδειξη Από τον Ορισµό 8.1 του µετασχηµατισµού Laplace προκύπτει

L{f(βt)} = ∫
+∞

0
f(βt)e−stdt (i)

Θέτοντας u = βt,

t = u
β

και dt = du
β

,

οπότε το παραπάνω ολοκλήρωµα γράϕεται ως

L{f(βt)} = ∫
+∞

0
f(u)e−

u
β
sdu

β
= 1

β
∫
+∞

0
f(u)e−u

s
β du = 1

β
F( s

β
).

Πρόταση 8.8 Αν η συνάρτηση f(t), t ≥ 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a,
τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = ∫
t

0
f(u)du, t > 0

είναι L{g(t)} = F (s)
s

, s >max(0, a),

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Παράδειγµα 8.12 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = ∫
t

0
u3eudu, t > 0

Λύση
Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.8,
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L{g(t)} = L{∫
t

0
u3eudu} = F (s)

s
, (i)

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = t3et, ο οποίος, σύµϕωνα µε την
Πρόταση 8.4 και τον Πίνακα 8.1, είναι

F (s) = L{t3et} = (−1)3 d
3

ds3
(L{et}) = − d

3

ds3
( 1

s − 1
) , s > 1. (ii)

Επειδή
d

ds
( 1

s − 1
) = −(s − 1)−2

d2

ds2
( 1

s − 1
) = d

ds
(−(s − 1)−2) = −(−2)(s − 1)−3 = 2(s − 1)−3

d3

ds3
( 1

s − 1
) = d

ds
(2(s − 1)−3) = 2(−3)(s − 1)−4 = − 6

(s − 1)4

η (ii) δίνει F (s) = −(− 6

(s − 1)4
) = 6

(s − 1)4
, s > 1

και η (i) L{g(t)} = 6

s(s − 1)4
, s > 1.

Πρόταση 8.9 Αν η συνάρτηση f(t), t > 0 είναι τµηµατικά συνεχής και εκθετικής τάξης a

και το lim
t→0+

f(t)
t

υπάρχει, τότε ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = f(t)
t
, t > 0

είναι L{f(t)
t
} = ∫

+∞

s
F (u)du, s >max(0, a),

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t).

Παράδειγµα 8.13 Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

g(t) = sin t

t
, t > 0

Λύση
Επειδή

g(t) = sin t

t
= f(t)

t
, όπου f(t) = sin t,

και lim
t→0

sin t

t
= 1,

σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.9,

L{g(t)} = ∫
+∞

s
F (u)du, (i)

όπου F (s) ο µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης f(t) = sin t, t > 0, ο οποίος, σύµϕωνα µε
τον Πίνακα 8.1, είναι

F (s) = 1

s2 + 1
,

οπότε από την (i) προκύπτει ότι

L{g(t)} = ∫
+∞

s

1

u2 + 1
ds = π

2
− tan−1 s = tan−1 1

s
.


