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Αυτός ο τρόπος λύσης της διαϕορικής αυτής εξίσωσης λέγεται µέθοδος χωρισµού των µετα-
ϐλητών και είναι ο πιο απλός, αλλά πολύ χρήσιµος, τρόπος επίλυσης διαϕορικών εξισώσεων που
συναντώνται στη Μηχανική, στην Ηλεκτρολογία και στις άλλες φυσικές επιστήµες (ϐλ. Ενότητα
1.9).

Παρατήρηση 1.1 Αν µία διαϕορική εξίσωση για τη συνάρτηση y(x) είναι διαχωρίσιµη, δη-
λαδή µπορεί να γραϕεί στη µορϕή

dy

dx
= f1(x)
f2(y)

ή f2(y)dy = f1(x)dx,

τότε η γενική της λύση είναι

∫ f2(y)dy = ∫ f1(x)dx + c, c ∈ R.

Παράδειγµα 1.2 Να ϐρεθεί η συνάρτηση y(x) αν (πρόβληµα αρχικής τιµής)

y′(x) = −2y(x) µε y(x) > 0 και y(0) = 5. (i)

Λύση

Η (i) γράϕεται
dy

dx
= −2y ή

dy

y
= −2dx

οπότε ∫
dy

y
= ∫ −2dx + c ή (y(x) > 0) ln y = −2x + c. (ii)

Επειδή y(0) = 5, από την (ii) προκύπτει ότι

ln 5 = −2 ⋅ 0 + c ⇔ c = ln 5,
οπότε η (ii) δίνει

ln y = −2x + ln 5 ⇔ ln y − ln 5 = −2x ⇔ ln
y

5
= −2x ⇔ y

5
= e−2x ⇔ y = 5e−2x.

Παρατήρηση 1.2 Σε ορισµένες περιπτώσεις µία διαϕορική εξίσωση µε µία κατάλληλη αντι-
κατάσταση ανάγεται σε διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών.

Παράδειγµα 1.3 Να ϐρεθεί η συνάρτηση y(x) (πρόβληµα αρχικής τιµής) αν

dy

dx
=
√
x + y − 2 − 1 µε y(0) = 3. (i)

Λύση
Θέτοντας z(x) = x + y(x) − 2,

dz

dx
= 1 + dy

dx
⇔ dy

dx
= dz
dx
− 1,

οπότε η (i) δίνει
dz

dx
− 1 =

√
z − 1 ⇔ dz

dx
=
√
z.

Αυτή είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, η οποία γράϕεται ως
dz√
z
= dx,

οπότε ∫ z−
1
2dz = ∫ dx + c ⇔ z−

1
2
+1

−1
2
+ 1
= x + c ⇔ 2

√
z = x + c. (ii)

Για x = 0 και y = 3, z = 0 + 3 − 2 = 1,
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οπότε η (ii) δίνει 2
√
1 = 0 + c ⇔ c = 2.

`Ετσι, η (ii) γίνεται 2
√
z = x+ 2 ⇔ 2

√
x + y − 2 = x+ 2 ⇔

√
x + y − 2 = x + 2

2
, x+ 2 ≥ 0,

οπότε x + y − 2 = (x
2
+ 1)

2

⇔ x + y − 2 = x
2

4
+ 1 + x.

`Αρα y = x
2

4
+ 3, x ≥ −2.

1.3 Οµογενείς διαϕορικές εξισώσεις
Πολλές µη διαχωρίσιµες διαϕορικές εξισώσεις µπορούν να µετατραπούν σε διαχωρίσιµες µε κα-
τάλληλη αντικατάσταση (ϐλ. παράτ. 1.2 και Παράδειγµα 1.3). Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε
µία τέτοια τεχνική για µία κατηγορία διαϕορικών εξισώσεων που λέγονται οµογενείς και είναι της
µορϕής (ή µπορούν να γραϕούν στη µορϕή αυτή)

dy

dx
= f (y

x
) , (1.4)

όπου f παραγωγίσιµη συνάρτηση.
Κάνοντας την αντικατάσταση z = y

x
, προκύπτει

dy

dx
= d

dx
(xz) = z + xdz

dx
, (1.5)

οπότε η (1.4) γίνεται

z + xdz
dx
= f(z) ⇔ x

dz

dx
= f(z) − z ⇔ dz

f(z) − z
= dx
x
. (1.6)

`Ετσι η (1.4) µετατράπηκε σε µία διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών για τη συνάρτηση
z(x), από τη λύση της οποίας ϐρίσκουµε την z(x) και στη συνέχεια την y(x) από τη σχέση

y(x) = xz(x).
∆είξαµε, λοιπόν, ότι :

Παρατήρηση 1.3 Στις περιπτώσεις στις οποίες µία διαϕορική εξίσωση είναι της µορϕής (1.4),
τότε µε τη ϐοήθεια της αντικατάστασης

z(x) = y(x)
x

οδηγούµαστε σε µία ισοδύναµή της διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών για τη συ-
νάρτηση z(x).

Παράδειγµα 1.4 Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

dy

dx
= x

2 + y2

xy
. (i)

Λύση
∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή του δεύτερου µέλους της (i) µε x2 η (i) δίνει

dy

dx
=
1 + (y

x
)
2

y

x

, (ii)

οπότε, κάνοντας την αντικατάσταση z = y
x

η (ii), λόγω και της (1.5) δίνει

z + xdz
dx
= z + 1

z
⇔ x

dz

dx
= 1

z
.

Αυτή είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, για την οποία
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zdz = dx
x

,

οπότε ∫ zdz = ∫
dx

x
+ c ⇔ z2

2
= ln ∣x∣ + c ⇔ y2

2x2
= ln ∣x∣ + c.

`Αρα, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y2 = 2x2(ln ∣x∣ + c).

Παράδειγµα 1.5 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

(x2 − 2y2)dx + xydy = 0, y(1) = 0. (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται ως

dy

dx
= 2y2 − x2

xy
⇔ dy

dx
= 2y

x
− x
y

. (ii)

οπότε, κάνοντας την αντικατάσταση z = y
x

η (ii), λόγω και της (1.5), δίνει

z + xdz
dx
= 2z − 1

z
⇔ x

dz

dx
= z

2 − 1
z

.

Αυτή είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, για την οποία
z

z2 − 1
dz = dx

x
,

οπότε

∫
z

z2 − 1
dz = ∫

dx

x
+ c ⇔ 1

2
ln ∣z2 − 1∣ = ln ∣x∣ + ln c ⇔ 1

2
ln ∣z2 − 1∣ − ln ∣x∣ = ln c

⇔ 1

2
ln
∣z2 − 1∣
∣x∣

= ln c ⇔ ln

¿
ÁÁÀ∣z2 − 1∣

∣x∣
= ln c

⇔

¿
ÁÁÀ∣z2 − 1∣

∣x∣
= c ⇔ ∣z2 − 1∣ = c2∣x∣.

`Ετσι, ϑέτοντας z = y
x

, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι (c1 = c2)

∣(y
x
)
2

− 1∣ = c1∣x∣ ⇔ ∣y2 − x2∣ = c1∣x∣x2. (iii)

Επειδή y(1) = 0, η (iii) δίνει
∣02 − 12∣ = c∣1∣12 ⇔ c1 = 1,

οπότε από την (iii) προκύπτει ότι η λύση αυτού του πρόβληµατος αρχικής τιµής είναι

∣y2 − x2∣ = ∣x∣x2.
∎

∆ιαϕορικές εξισώσεις της µορϕής

y′(x) = f (a1x + β1y + γ1
a2x + β2y + γ2

) (1.7)
στην περίπτωση που το σύστηµα

a1x + β1y + γ1 = 0

a2x + β2y + γ2 = 0
έχει µοναδική λύση x = x0 και y = y0 µε την αντικατάσταση

X = x − x0 και Y = y − y0
µετατρέπονται στην οµογενή διαϕορική εξίσωση

dY

dX
= f (a1X + β1Y

a2X + β2Y
).
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Στις ειδικές περιπτώσεις :

▸ a2 = β2 = 0, η (1.7) γράϕεται ως

y′(x) = f (Ax +By + Γ),
οπότε µε την αντικατάσταση u = Ax +By + Γ,

µετασχηµατίζεται στην
du

dx
= A +Bf(u)

που είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών.
▸ Στην περίπτωση στην οποία η (1.7) γράϕεται ως

y′(x) = f ( ax + βy + γ1
λ(ax + βy) + γ2

),

τότε µε την αντικατάσταση u = ax + βy,

µετασχηµατίζεται στην
du

dx
= β +Bf ( u + γ1

λu + γ2
),

που είναι οµογενής διαϕορική εξίσωση.

Παράδειγµα 1.6 Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

y′(x) = 2x + 3y − 4
4x + y − 3

. (i)

Λύση
Λύνουµε το σύστηµα

2x + 3y − 4 = 0

4x + y − 3 = 0

από το οποίο προκύπτει η µοναδική λύση x = 1

2
και y = 1, οπότε µε την αντικατάσταση

X = x − 1

2
και Y = y − 1

η (i) µετατρέπεται στην οµογενή διαϕορική εξίσωση

dY

dX
= 2X + 3Y

4X + Y
. (ii)

∆ιαιρώντας αριθµητή και παρονοµαστή µε X η (ii) δίνει

dY

dX
=
2 + 3Y

X

4 + Y
X

, (iii)

οπότε, κάνοντας την αντικατάσταση z = Y
X

η (ii), λόγω και της (1.5) δίνει

z +X dz

dX
= 2 + 3z

4 + z
⇔ dz

dX
= 2 + 3z

4 + z
− z ⇔ x

dz

dX
= 2 − z − z2

4 + z
.

Αυτή είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, για την οποία
4 + z

2 − z − z2
dz = dX

X
,

οπότε ∫
4 + z

2 − z − z2
dz = ∫

dX

X
+ c. (iv)

Αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα προκύπτει ότι
4 + z

2 − z − z2
= −5

3

1

z − 1
+ 2

3

1

z + 2
,

οπότε η (iv) γίνεται
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∫ (−
5

3

1

z − 1
+ 2

3

1

z + 2
)dz = ∫

dX

X
+ c ⇔ −5

3
ln ∣z − 1∣ + 2

3
ln ∣z + 2∣ = ln ∣X ∣ + c. (v)

`Αρα, κάνοντας την αντικατάσταση z = Y
X
= y − 1
x − 1

2

,

από την (v) προκύπτει ότι η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης, σε πεπλεγµένη µορϕή,
είναι

−5
3
ln ∣ y − 1

x − 1
2

− 1∣ + 2

3
ln ∣ y − 1

x − 1
2

+ 2∣ = ln ∣x − 1

2
∣ + c

ή −5
3
ln ∣2y − 2x − 1

2x − 1
∣ + 2

3
ln ∣2y + 4x − 4

2x − 1
∣ = ln ∣2x − 1∣ + c′.

Παράδειγµα 1.7 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

(2x − 6y + 3)dx − (x − 3y + 1)dy = 0, y(0) = 0. (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται ως

dy

dx
= 2x − 6y + 3
x − 3y + 1

⇔ dy

dx
= 2(x − 3y) + 3

x − 3y + 1
. (ii)

οπότε, κάνοντας την αντικατάσταση z = x − 3y προκύπτει
dz

dx
= 1 − 3dy

dx
⇔ dy

dx
= 1

3
(1 − dz

dx
)

`Ετσι η (ii) γίνεται
1

3
(1 − dz

dx
) = 2z + 3

z + 1
⇔ −dz

dx
= 3 2z + 3

z + 1
− 1 ⇔ dz

dx
= − 5z + 8

z + 1
.

Αυτή είναι διαϕορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών, από την οποία προκύπτει
z + 1
5z + 8

dz = −dx,

οπότε ∫
z + 1
5z + 8

dz = −∫ dx + c. (iii)

Επειδή
z + 1
5z + 8

= 1

5
− 3

5

1

5z + 8
,

η (iii) δίνει

∫ (
1

5
− 3

5

1

5z + 8
)dz = −∫ dx + c ⇔ 1

5
z − 3

25
ln ∣5z + 8∣ = −x + c

οπότε, ϑέτοντας z = x − 3y, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι
1

5
(x − 3y) − 3

25
ln ∣5(x − 3y) + 8∣ + x = c ⇔ 5(x − 3y) − 3 ln ∣5(x − 3y) + 8∣ + 25x = c1 . (iv)

Επειδή y(1) = 0, η (iv) δίνει

5(1 − 3 ⋅ 0) − 3 ln ∣5(1 − 3 ⋅ 0) + 8∣ + 25 ⋅ 1 = c1 ⇔ c1 = 30 − 3 ln 13,

οπότε από την (iv) προκύπτει ότι η λύση του πρόβληµατος αυτού αρχικής τιµής σε πεπλεγµένη
µορϕή είναι

5(x − 3y) − 3 ln ∣5(x − 3y) + 8∣ + 25x = 30 − 3 ln 13.

1.4 Γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις

Ορισµός 1.2 Γραµµική διαϕορική εξίσωση α΄ τάξης για τη συνάρτηση y(x) λέµε µία σχέση
της µορϕής

y′(x) + g(x)y(x) = h(x), (1.8)
όπου g(x) και h(x) συνεχείς συναρτήσεις.
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Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τη διαϕορική αυτή εξίσωση επί e∫ g(x)dx προκύπτει

y′(x)e∫ g(x)dx + g(x)y(x)e∫ g(x)dx = h(x)e∫ g(x)dx

ή (y(x)e∫ g(x)dx)
′
= h(x)e∫ g(x)dx

οπότε y(x)e∫ g(x)dx = ∫ h(x)e∫ g(x)dxdx + c,
∆είξαµε, λοιπόν, ότι :

Πρόταση 1.1 Η γενική λύση της γραµµικής διαϕορικής εξίσωσης (1.8) είναι

y(x) = e− ∫ g(x)dx (∫ h(x)e∫ g(x)dxdx + c).

Παράδειγµα 1.8 Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

xy′ + 2y = x2. (i)

Λύση

Η (i) γράϕεται y′ + 2

x
y = x,

Σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.1, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y(x) = e− ∫
2
x
dx (∫ xe∫

2
x
dxdx + c) = e−2 lnx (∫ xe2 lnxdx + c)

= elnx
−2
(∫ xelnx

2

dx + c) = 1

x2
(∫ xx2dx + c)

= 1

x2
(x

4

4
+ c) = x

2

4
+ c

x2
.

Παράδειγµα 1.9 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

y′ = x + xy, y(0) = 1. (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται ως y′ − xy = x.

Σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.1, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y(x) = e− ∫ −xdx (∫ xe∫ −xdxdx + c) = e
x2

2 (∫ xe−
x2

2 dx + c) = e
x2

2 (−e−
x2

2 + c) = ce
x2

2 − 1.

Επειδή y(0) = 1, y(0) = ce0 − 1 ⇔ 1 = c − 1 ⇔ c = 2,

οπότε η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι η

y(x) = 2e
x2

2 − 1.

Παράδειγµα 1.10 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

y′(x2 + 1) − 4xy = x, y(0) = 1. (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται ως

y′(x) − 4x

x2 + 1
y = x

x2 + 1
,

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.1, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι
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y(x) = e− ∫ −
4x

x2+1
dx (∫

x

x2 + 1
e∫ −

4x
x2+1

dxdx + c)

= eln(x
2+1)2 (∫

x

x2 + 1
eln(x

2+1)−2dx + c)

= (x2 + 1)2 (−∫
x

x2 + 1
1

(x2 + 1)2
dx + c)

= (x2 + 1)2 (−∫
x

(x2 + 1)3
dx + c)

= (x2 + 1)2 1
4
( 1

(x2 + 1)2
+ c) = c(x2 + 1)2 + 1

4
.

Επειδή y(0) = 1,

y(0) = c(02 + 1)2 + 1

4
⇔ 1 = c + 1

4
⇔ c = 3

4
,

οπότε η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι η

y(x) = 3

4
(x2 + 1)2 + 1

4
.

1.4.1 ∆ιαϕορικές εξισώσεις Bernoulli
Οι διαϕορικές εξισώσεις Bernoulli είναι της µορϕής

y′ + g(x)y = f(x)yn (1.9)

και µετασχηµατίζονται σε γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις µε την παρακάτω διαδικασία.
Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (1.9) επί y−n προκύπτει

y′y−n + g(x)y1−n = f(x), (i)
Θέτοντας u(x) = y1−n (ii)

u′(x) = (1 − n)y−ny′(x),
οπότε η (i) γίνεται

u′(x)
1 − n

+ g(x)u(x) = f(x) ⇔ u′(x) + (1 − n)g(x)u(x) = (1 − n)f(x).

Η διαϕορική αυτή εξίσωση είναι γραµµική, οπότε λύνοντάς τη ϐρίσκουµε τη συνάρτηση u(x) και
στη συνέχεια από την (ii) ϐρίσκουµε τη Ϲητούµενη συνάρτηση y(x).

Παράδειγµα 1.11 Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

y′ = 3

x
y + x4 3

√
y. (i)

Λύση

Η (i) γράϕεται, y′ − 3

x
y = x4y

1
3 , (ii)

οπότε είναι της µορϕής (1.9), δηλαδή διαϕορική εξίσωση Bernoulli µε n = 1

3
.

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη της (ii) επί y−
1
3 προκύπτει

y′y−
1
3 − 3

x
y−

2
3 = x4, (iii)

οπότε, ϑέτοντας u(x) = y1−
1
3 = y

2
3 , (iv)

u′(x) = 2

3
y−

1
3 y′(x),
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οπότε η (iii) γίνεται u′(x) − 2

x
u(x) = 2

3
x4.

Η διαϕορική αυτή εξίσωση είναι γραµµική, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.1, η γενική λύση
της είναι

u(x) = e− ∫ −
2
x
dx (∫

2

3
x4e∫ −

2
x
dxdx + c)

= elnx
2

(∫
2

3
x4elnx

−2
dx + c)

= x2 (∫
2

3
x2dx + c)

= x2 (2
9
x3 + c)

= 2

9
x5 + cx2,

οπότε, λόγω της (iv), y
2
3 = 2

9
x5 + cx2 ⇔ y = (cx2 + 2

9
x5)

3
2

.

1.4.2 ∆ιαϕορικές εξισώσεις Riccati
Οι διαϕορικές εξισώσεις Riccati είναι της µορϕής

y′ = f(x)y2 + g(x)y + h(x) = 0. (1.10)
Αν γνωρίζουµε µία µερική τους λύση y1(x), τότε µετασχηµατίζονται σε γραµµικές διαϕορικές
εξισώσεις µε τη ϐοήθεια της αντικατάστασης

y(x) + y1(x) +
1

u(x)
, (1.11)

όπως στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 1.12 Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

y′ + 1 − x
2x2

y2 − y
x
+ x − 1

2
= 0, (i)

η οποία έχει µερική λύση την y1(x) = x.

Λύση

Θέτοντας y(x) = x + 1

u(x)
, (ii)

y′(x) = 1 − u
′(x)
u2(x)

,

οπότε η (i) γίνεται

1 − u
′

u2
+ 1 − x

2x2
(x2 + 2

u
x + 1

u2
) − 1

x
(x + 1

u
) + x − 1

2
= 0

ή − 1

u2
u′ + 1 − x

x

1

u
+ 1 − x

2x2
1

u2
− 1

x

1

u
= 0

ή, µετά από λίγες πράξεις, u′ + u = 1 − x
2x2

.

Αυτή είναι γραµµική διαϕορική εξίσωση, της οποίας η λύση, σύµϕωνα µε την Πρόταση 1.1, είναι

u(x) = e− ∫ dx (∫
1 − x
2x2

e∫ dxdx + c) = e−x (∫
1 − x
2x2

exdx + c) = e−x (∫ (−
ex

2x
)
′
dx + c)

= e−x (− e
x

2x
+ c) = − 1

2x
+ ce−x,
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`Ετσι, από την (iii) προκύπτει

z = ∫ [−
1

2
+ c(x + 1)2]dx = −x

2
+ c1(x + 1)3 + c2, c1, c2 σταθερές,

οπότε, σύµϕωνα µε την (ii), η γενική λύση αυτής της διαϕορικής εξίσωσης είναι

y = xz = x(x + 1) ln(x + 1) − x(x + 1) + c1x2 + c2x, c1, c2 σταθερές.

2.4 Γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις ανώτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Στην ενότητα αυτή ασχολούµαστε µε γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης και ανώτερης τάξης
µε σταθερούς συντελεστές, δηλαδή µε διαϕορικές εξισώσεις της µορϕής

any
(n)(x) + an−1y(n−1)(x) +⋯ + a1y′(x) + a0y(x) = f(x), (2.3)

όπου a1, a2,⋯, an πραγµατικές σταθερές.
Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της (2.3) είναι της µορϕής

y(x) = yoµ(x) + yµ(x)
όπου yoµ(x) η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

any
(n)(x) + a(n−1)y(n−1)(x) +⋯ + a1y′(x) + a0y(x) = 0 (2.4)

και yµ(x) µία µερική λύση της (2.3).
Οι γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές ϐρίσκουν σηµαν-

τικές εϕαρµογές στις ταλαντώσεις (ϐλ. Ενότητα 2.5.1.), έναν σηµαντικό κλάδο της Μηχανικής, στα
ηλεκτρικά κυκλώµατα (ϐλ. Ενότητα 2.5.2) καθώς και στις τηλεπικοινωνίες.

Στην πρώτη ενότητα ασχολούµαστε για απλότητα µε οµογενείς γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις
µε σταθερούς συντελεστές δεύτερης τάξης και στη δεύτερη µε τις αντίστοιχες µη οµογενείς, ενώ
στην τρίτη και τέταρτη γενικεύουµε τις µεθόδους των δύο πρώτων ενοτήτων για τη λύση οµογενών
και µη οµογενών διαϕορικών εξισώσεων µε σταθερούς συντελεστές ανώτερης τάξης.

2.4.1 Οµογενείς γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης µε σταθερούς
συντελεστές

Στην ενότητα αυτή δίνουµε το τρόπο λύσης των οµογενών γραµµικών διαϕορικών εξισώσεων µε
σταθερούς συντελεστές δεύτερης τάξης, δηλαδή διαϕορικών εξισώσεων της µορϕής

ay′′(x) + βy′(x) + γy(x) = 0, a, β, γ ∈ R σταθερές, (2.5)

των οποίων η γενική λύση ϐρίσκεται µε τη ϐοήθεια της επόµενης πρότασης.

Πρόταση 2.2 Η γενική λύση µίας οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης µε σταθε-
ϱούς συντελεστές (2.5) προκύπτει ως εξής :
▸ Λύνουµε την αντίστοιχη χαρακτηριστική εξίσωση

aρ2 + βρ + γ = 0
▸ Αν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ϱίζες ρ1 και ρ2, τότε η γενική λύση

της (i) είναι
y(x) = c1eρ1x + c2eρ2x.

▸ Αν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει µία διπλή πραγµατική ϱίζα ρ, τότε η γενική λύση της
(i) είναι

y(x) = eρx(c1 + c2x).
▸ Αν η χαρακτηριστική εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες k ±mi , τότε η γενική

λύση της (i) είναι
y(x) = ekx(c1 cosmx + c2 sinmx).
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Παράδειγµα 2.10 Να ϐρεθούν οι γενικές λύσεις των παρακάτω διαϕορικών εξισώσεων:

α) y′′ − y′ = 2y ϐ) y′′ + 2y′ + 5y = 0.

Λύση
α) Η διαϕορική αυτή εξίσωση γράϕεται

y′′ − y′ − 2y = 0,

οπότε η χαρακτηριστική εξίσωσή της είναι
ρ2 − ρ − 2 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο πραγµατικές ϱίζες ρ1 = 2 και ρ2 = −1, οπότε, σύµϕωνα µε την
Πρόταση 2.2, η γενική λύση της είναι

y = c1e−x + c2e2x.

ϐ) Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

ρ2 + 2ρ + 5 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες ρ = −1 ± 2i, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση
2.2, η γενική λύση της είναι

y(x) = e−x (c1 cos 2x + c2 sin 2x).

Παράδειγµα 2.11 Να ϐρεθούν οι λύσεις των προβληµάτων αρχικής τιµής :

α) y′′ + 6y′ + 9y = 0, µε y(0) = 0 και y′(0) = 2.

ϐ) y′′ = −9y, µε y(0) = 0 και y′(0) = 1.

Λύση
α) Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

ρ2 + 6ρ + 9 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τη διπλή πραγµατική ϱίζα ρ = −3, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 2.2, η
γενική λύση της είναι

y = e−3x(c1 + c2x). (i)
Επειδή y(0) = 0, η (i) δίνει

0 = e−3⋅0(c1 + c2 ⋅ 0) ⇔ c1 = 0.
Από την (i) επίσης προκύπτει

y′ = −3e−3x(c1 + c2x) + e−3xc2,
οπότε, επειδή y′(0) = 2,

2 = −3e−3⋅0(0 + c2 ⋅ 0) + e−3⋅0c2 ⇔ c2 = 2.

`Αρα, από τη γενική λύση (i) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

y(x) = 2xe−3x.

ϐ) Η διαϕορική αυτή εξίσωση γράϕεται
y′′ + 9y = 0,

οπότε η χαρακτηριστική εξίσωση της είναι
ρ2 + 9 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες ρ = ±3i, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση
2.3, η γενική λύση της είναι

y = c1 cos 3x + c2 sin 3x.

Επειδή y(0) = 0, η (i) δίνει
0 = c1 cos 3 ⋅ 0 + c2 sin 3 ⋅ 0 ⇔ c1 = 0.
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και y′ = −3 sin 3x + 3c2 cos 3x,
οπότε, επειδή y′(0) = 1,

1 = −3 sin 3 ⋅ 0 + 3c2 cos 3 ⋅ 0 ⇔ c2 =
1

3
.

`Αρα, από τη γενική λύση (i) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

y(x) = 1

3
sin 3x.

2.4.2 Μη οµογενείς γραµµικές διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης µε
σταθερούς συντελεστές

Η λύση µίας µη οµογενούς γραµµικής διαϕορικής εξίσωσης δεύτερης (ή ανώτερης τάξης) µε στα-
ϑερούς συντελεστές (2.3) γίνεται µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος 2.3, σύµϕωνα µε την οποία

y(x) = yoµ(x) + yµ(x),
όπου yoµ(x) η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς εξίσωσης και yµ(x) µία µερική λύση της
(2.3). Στη συνέχεια παραθέτουµε δύο µεθόδους µε τις οποίες µπορούµε να ϐρούµε µία µερική
λύση της (2.3).

Μέθοδος προσδιορισµού των σταθερών

Με τη ϐοήθεια των επόµενων δύο παρατήρησεων (2.6 και 2.7) µπορούµε να ϐρούµε µία µερική
λύση µίας µη οµογενούς γραµµικής διαϕορικής εξίσωσης µε σταθερούς συντελεστές δεύτερης
τάξης, δηλαδή µίας διαϕορικής εξίσωσης της µορϕής

ay′′(x) + βy′(x) + γy(x) = f(x), a, β, γ ∈ R σταθερές, (2.6)

σε ορισµένες ειδικές µορϕές της συνάρτησης του δεύτερου µέλους f(x), οπότε στη συνέχεια µπο-
ϱούµε να ϐρούµε τη γενική λύση τους µε τη ϐοήθεια του Θεωρήµατος 2.3.

Παρατήρηση 2.6 Αν το δεύτερο µέλος της (2.6) είναι της µορϕής

f(x) = Pn(x)ekx,

όπου Pn(x) πολυώνυµο ϐαθµού n:
▸ Αν ο πραγµατικός αριθµός z = k δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης της (2.6),

τότε Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ(x) = Qn(x)ekx,

όπου Qn(x) πολυώνυµο ϐαθµού n, του οποίου οι συντελεστές προσδιορίζονται αντικαθιστών-
τας αυτό και τις παραγώγους του στην (2.6).
▸ Αν ο k είναι ϱίζα πολλαπλότητας q της χαρακτηριστικής εξίσωσης, τότε Ϲητούµε µερική

λύση της µορϕής

yµ(x) = xqQn(x)ekx.

Παράδειγµα 2.12 Να ϐρεθούν οι γενικές λύσεις των διαϕορικών εξισώσεων:

α) y′′ + y′ − 2y = e3x ϐ) y′′ − 3y′ + 2y = xe2x γ) y′′ − 4y′ + 5y = e−x

Λύση
α) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ + y′ − 2y = 0. (ii)
Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 + ρ − 2 = 0.
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Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο πραγµατικές ϱίζες ρ1 = −2 και ρ2 = 1, οπότε, σύµϕωνα µε την
Πρόταση 2.2, η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ = c1e−2x + c2ex.

Το δεύτερο µέλος e3x της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης 2.6 µε
k = 3 και n = 0 και το 3 δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε Ϲητούµε µερική λύση
της µορϕής

yµ = ae3x, a σταθερά. (i)
Η (i) δίνει y′µ = 3ae3x και y′′µ = 9ae3x,

οπότε αντικαθιστώντας στη διαϕορική αυτή εξίσωση προκύπτει

9ae3x + 3ae3x − 2ae3x = e3x

ή, διαιρώντας δια e3x (το οποίο δεν γίνεται µηδέν για κανένα x),

9a + 3a − 2a = 1 ⇔ a = 1

10
,

οπότε η Ϲητούµενη µερική λύση είναι yµ =
1

10
e3x

και από την (i) προκύπτει ότι η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y = c1e−2x + c2ex +
1

10
e3x.

ϐ) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ, (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ − 3y′ + 2y = 0. (ii)
Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 − 3ρ + 2 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο πραγµατικές ϱίζες ρ1 = 1 και ρ2 = 2, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση
2.4, η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ = c1ex + c2e2x.

Το δεύτερο µέλος xe2x της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης 2.6 µε
k = 2 και n = 1 και ο αριθµός z = 2 είναι ϱίζα πολλαπλότητας 1 της χαρακτηριστικής εξίσωσης,
οπότε Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = x(ax + β)e2x = (ax2 + βx)e2x, a, β σταθερές. (iii)
Από την (iii) προκύπτει ότι

y′µ = (2ax + β)e2x + 2(ax2 + βx)e2x = [2ax2 + 2(a + β)x + β] e2x

y′′µ = [4ax + 2(a + β)] e2x + [2ax2 + 2(a + β)x + β]2e2x

= [4ax2 + 4(2a + β)x + 2a + 4β] e2x,
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

[4ax2 + 4(2a + β)x + 2(a + β)] e2x − 3 [2ax2 + 2(a + β)x + β] e2x + 2(ax2 + βx)e2x = xe2x

ή, διαιρώντας δια e2x (το οποίο δεν γίνεται µηδέν για κανένα x),

4ax2 + 4(2a + β)x + 2a + 4β − 6ax2 − 6(a + β)x − 3β + 2ax2 + 2βx = x
ή 2ax + 2a + β = x
Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε x ∈ R πρέπει

2a = 1 και 2a + β = 0 ⇔ a = 1

2
και β = −1,
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οπότε από την (iii) προκύπτει

yµ = (
1

2
x2 − x) e2x

και από την (i)
y = c1ex + c2e2x + (

1

2
x2 − x) e2x

γ) Η αντίστοιχη οµογενής διαϕορική εξίσωση

y′′ − 4y′ + 5y = 0. (i)
έχει χαρακτηριστική εξίσωση ρ2 − 4ρ + 5 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες ρ = 2 ± i, οπότε, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα
2.3, η γενική λύση της είναι

yoµ = e2x (c1 cosx + c2 sinx).
Το δεύτερο µέλος e−x της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης 2.6 µε
k = −1 και n = 0 και το −1 δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε Ϲητούµε µερική
λύση της µορϕής

yµ = ae−x, a σταθερά. (ii)
Η (ii) δίνει y′µ = −ae−x και y′′µ = ae−x,
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

ae−x − 4(−ae−x) + 5ae−x = e−x ⇔ a + 4a + 5a = 1 ⇔ a = 1

10
`Αρα, η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ =
1

10
e−x

`Ετσι, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y = e2x (c1 cosx + c2 sinx) +
1

10
e−x.

Παράδειγµα 2.13 Να λυθεί το πρόβληµα αρχικής τιµής

y′′ − 4y′ + 4y = ex, y(0) = 0, y′(0) = 2 .

Λύση
Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ − 4y′ + 4y = 0, (ii)
της οποίας η χαρακτηριστική εξίσωση είναι

ρ2 − 4ρ + 4 = 0,

που έχει διπλή ϱίζα το 2, οπότε η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ = (c1 + c2x)e2x.

Το δεύτερο µέλος ex της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρηση 2.6 και ο
αριθµός 1 δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = aex, a σταθερά. (iii)
Από την (ii) προκύπτει ότι

y′µ = aex και y′′µ = aex,
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

aex − 4aex + 4aex = ex ⇔ aex = ex ⇔ a = 1
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`Αρα, η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = ex.

και η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης

y = (c1 + c2x)e2x + ex. (iv)
Επειδή y(0) = 0, η (iv) δίνει

0 = (c1 + c2 ⋅ 0)e2⋅0 + e0 ⇔ c1 = −1.
Από την (iv) προκύπτει

y′ = 2(c1 + c2x)e2x + c2e2x + ex ⇔ y′ = (2c1 + c2 + 2c2x) e2x + ex. (v)
Επειδή y′(0) = 2, η (v) δίνει (c1 = −1)

2 = (−2 + c2 + c2 ⋅ 0) e2⋅0 + e0 ⇔ c2 = 3,

οπότε από την (iv) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης που
ικανοποιεί τις δεδοµένες οριακές συνθήκες είναι

y = (−1 + 3x)e2x + ex.

Παρατήρηση 2.7 Αν το δεύτερο µέλος της (2.3) είναι της µορϕής

f(x) = ekx (P1 cosmx + P2 sinmx) ,
όπου P1(x) και P2(x) πολυώνυµα ϐαθµών n1 και n2:
▸ Αν ο µιγαδικός αριθµός k+mi δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης της (2.3), τότε

Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ(x) = ekx (Qn(x) cosmx +Rn(x) sinmx),
όπου Qn(x) και Rn(x) πολυώνυµα ϐαθµού n, όπου n ο µέγιστος των n1 και n2, των οποίων
οι συντελεστές προσδιορίζονται αντικαθιστώντας αυτά και τις παραγώγους τους στην (2.3).
▸ Αν το k +mi είναι ϱίζα πολλαπλότητας q της χαρακτηριστικής

εξίσωσης, τότε Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ(x) = xqekx (Qn(x) cosmx +Rn(x) sinmx).

Παράδειγµα 2.14 Να ϐρεθούν οι γενικές λύσεις των διαϕορικών εξισώσεων:

α) y′′ − 4y′ + 5y = sin 3x ϐ) y′′ − 4y′ + 5y = ex cosx γ) y′′ + y = x cosx .

Λύση
α) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ − 4y′ + 5y = 0. (ii)
Στο Παράδειγµα 2.12γ δείχνουµε ότι η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ = e2x(c1 cos+c2 sinx).
Το δεύτερο µέλος (sin 3x) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης 2.7
µε k = 0,m = 3 και n = 0 και το

k +mi = 0 + 3i = 3i
δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής της εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 2.7, Ϲητούµε
µερική λύση της µορϕής (πολυώνυµα µηδενικού ϐαθµού είναι οι σταθερές)

yµ = a sin 3x + β cos 3x, a, β σταθερές. (iii)
Από την (iii) προκύπτει ότι
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y′µ = (a sin 3x + β cos 3x)′ = 3a cos 3x − 3β sin 3x

y′′µ = (3a cos 3x − 3β sin 3x)′ = −9a sin 3x − 9β cos 3x.
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

−9a sin 3x − 9β cos 3x − 4(3a cos 3x − 3β sin 3x) + 5(a sin 3x + β cos 3x) = sin 3x
ή (−4a + 12β) sin 3x + (−12a − 4β) cos 3x = sin 3x.

Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε x ∈ R πρέπει

−4a + 12β = 1 και −12a − 4β = 0.

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

a = − 1

40
και β = 3

40
,

οπότε από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = −
1

40
sin 3x + 3

40
cos 3x

και από την (i) προκύπτει ότι η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y = e2x(c1 cos+c2 sinx) −
1

40
sin 3x + 3

40
cos 3x.

ϐ) Το δεύτερο µέλος (ex cosx) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης
2.7 µε k = 1,m = 1 και n = 0 και το

k +mi = 1 + i
δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής της εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 2.7, Ϲητούµε
µερική λύση της µορϕής

yµ = ex(a sinx + β cosx), a, β σταθερές. (i)
Από την (i) προκύπτει

y′µ = ex(a sinx + β cosx) + ex(a cosx − β sinx) = ex [(a − β) sinx + (a + β) cosx]

y′′µ = ex [(a − β) sinx + (a + β) cosx] + ex [(a − β) cosx − (a + β) sinx] = ex(−2β sinx + 2a cosx),

οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

ex(−2β sinx + 2a cosx) − 4ex [(a − β) sinx + (a + β) cosx] + 5ex(a sinx + β cosx) = ex cosx
ή, διαιρώντας δια ex (το οποίο δεν γίνεται µηδέν για κανένα x),

−2β sinx + 2a cosx − 4 [(a − β) sinx + (a + β) cosx] + 5(a sinx + β cosx) = cosx
ή (a + 2β) sinx + (−2a + β) cosx = cosx
Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε x ∈ R πρέπει

a + 2β = 0 και −2a + β = 1.

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

a = −2
5

και β = 1

5
,

οπότε η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = ex (−
2

5
sinx + 1

5
cosx).

`Ετσι, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι (η αντί-
στοιχη οµογενής είναι αυτή του ερωτήµατος (a))

y = yoµ + yµ = e2x(c1 cosx + c2 sinx) + ex (−
2

5
sinx + 1

5
cosx).

γ) Εύκολα προκύπτει ότι η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης
y′′ + y = 0 (i)
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είναι (οι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι ±i)
yoµ = c1 cosx + c2 sinx.

Το δεύτερο µέλος (x cosx) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής της Παρατήρησης 2.7
µε k = 0,m = 1 και n = 1 και το

k +mi = 0 + i
είναι απλή ϱίζα (πολλαπλότητος 1) της χαρακτηριστικής της εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε την Πα-
ϱατήρηση 2.7, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής (πολυώνυµα µηδενικού ϐαθµού είναι οι σταθερές)

yµ = x [(a + βx) cosx + (γ + δx) sinx] , a, β, γ, δ σταθερές. (ii)
Από την (ii) προκύπτει ότι

y′µ = [δx2 + (2β + γ)x + a] cosx + [−βx2 + (2δ − a)x + γ] sinx

y′′µ = [−βx2 + (4δ − a)x + 2(β + γ)] cosx + [−δx2 + (−4β − γ)x + 2(δ − a)] sinx.
οπότε αντικαθιστώντας στη δοσµένη διαϕορική εξίσωση προκύπτει (µετά από λίγες πράξεις)

2(β + γ) cosx + 2(δ − a) sinx − 4βx sinx + 4δx cosx = x cosx
Για να ισχύει η σχέση αυτή για κάθε x ∈ R πρέπει

β + γ = 0, δ − a = 0, β = 0 και 4δ = 1.

Από τη λύση του συστήµατος αυτού προκύπτει

a = 1

4
, β = γ = 0 και δ = 1

4
,

οπότε από την (ii) προκύπτει η Ϲητούµενη µερική λύση

yµ =
1

4
x2 sinx + 1

4
x cosx.

`Ετσι, σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y(x) = yoµ + yµ = c1 cosx + c2 sinx +
1

4
x2 sinx + 1

4
x cosx.

Παρατήρηση 2.8 Αν το δεύτερο µέλος της (2.3) είναι άθροισµα όρων της µορϕής των Πα-
ϱατήρησεων 2.6 και 2.7, τότε Ϲητούµε λύση αθροίσµατος των αντίστοιχων µερικών λύσεων,
όπως στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 2.15 Να ϐρεθούν οι γενικές λύσεις των διαϕορικών εξισώσεων:

α) y′′ + 9y = ex − 1 ϐ) y′′ + y′ = sinx + 2 γ) y′′ + y = 2ex − 3e−2x

δ) y′′ − 4y = 10 sinx − 8 sin 2x ε) y′′ + y′ = e−x − cosx

Λύση
α) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ + 9y = 0. (ii)
Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 + 9 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες ρ = ±3i, ς οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση
2.2, η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ = c1 cos 3x + c2 sin 3x.

Το δεύτερο µέλος (ex − 1) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι άθροισµα των
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ex και −1
και οι αριθµοί 1 και 0 δεν είναι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε τις
Παρατηρήσεις 2.8 και 2.6, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = aex + β, a, β σταθερές. (iii)
Η (iii) δίνει y′µ = aex και y′′µ = aex,

οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

aex + 9(aex + β) = ex − 1.

ή 10aex + 9β = ex − 1,

οπότε 10a = 1 και 9β = −1 ή a = 1

10
και β = −1

9
.

`Ετσι, από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ =
1

10
ex − 1

9
και από την (i) ότι η γενική λύση είναι

y = c1 cos 3x + c2 sin 3x +
1

10
ex − 1

9
.

ϐ) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής
y = yoµ + yµ (i)

όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ + y′ = 0. (ii)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 + ρ = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο απλές πραγµατικές ϱίζες ρ1 = 0 και ρ2 = −1, οπότε, σύµϕωνα µε την
Πρόταση 2.2, η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ(x) = c1 + c2e−x.

Το δεύτερο µέλος (sinx + 2) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι άθροισµα των

sinx και 2.

Το i δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης ενώ το 0 είναι, οπότε, σύµϕωνα µε τις Παρατη-
ϱήσεις 2.8 και 2.6, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = a sinx + β cosx + γx, a, β, γ σταθερές. (iii)
Από την (iii) προκύπτει ότι

y′µ = a cosx − β sinx + γ
y′′µ = −a sinx − β cosx,

οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

−a sinx − β cosx + a cosx − β sinx + γ = sinx + 2
ή (−a − β) sinx + (a − β) cosx + γ = sinx + 2,

`Αρα, −a − β = 1, a − β = 0 και γ = 2 ή a = β = −1
2

και γ = 2.

`Ετσι, από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = −
1

2
sinx − 1

2
cosx + 2x

και από την (i) ότι η γενική λύση είναι

y = c1 + c2e−x −
1

2
sinx − 1

2
cosx + 2x.

γ) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής
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y = yoµ + yµ (i)

όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ + y = 0. (ii)
Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 + 1 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο συζυγείς µιγαδικές ϱίζες ρ = ±i, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 2.2,
η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ(x) = c1 sinx + c2 cosx.

Το δεύτερο µέλος (2ex − 3e−2x) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι άθροισµα των 2ex και −3e−2x.
Το 1 και το −2 δεν είναι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε τις Παρατηρήσεις
2.8 και 2.7, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = aex + βe−2x, a, β σταθερές. (iii)
Από την (i) προκύπτει ότι

y′µ = aex − 2βe−2x

y′′µ = aex + 4βe−2x,
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

aex + 4βe−2x + aex + βe−2x = 2ex − 3e−2x ⇔ 2aex + 5βe−2x = 2ex − 3e−2x,

`Αρα, 2a = 2 ⇔ a = 1, και 5β = −3 ⇔ β = −3
5

.

`Ετσι, από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = ex −
3

5
e−2x

και από την (i) ότι η γενική λύση είναι

y = c1 sinx + c2 cosx + ex −
3

5
e−2x.

δ) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής
y = yoµ + yµ (i)

όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ − 4y = 0. (ii)
Η χαρακτηριστική εξίσωση της (ii) είναι

ρ2 − 4 = 0.

Η εξίσωση αυτή έχει τις δύο απλές πραγµατικές ϱίζες

ρ = ±2,

οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 2.2, η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ(x) = c1e2x + c2e−2x.

Το δεύτερο µέλος (10 sinx − 8 sin 2x) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι άθροισµα των

10 sinx και −8 sin 2x
και το i και το 2i δεν είναι ϱίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης, οπότε, σύµϕωνα µε τις Παρατηρή-
σεις 2.8 και 2.7, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = a sinx + β cosx + γ sin 2x + δ cos 2x, a, β, γ, δ σταθερές. (iii)
Από την (iii) προκύπτει ότι

y′µ = a cosx − β sinx + 2γ cos 2x − 2δ sin 2x
y′′µ = −a sinx − β cosx − 4γ sin 2x − 4δ cos 2x,

οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει
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−a sinx − β cosx − 4γ sin 2x − 4δ cos 2x − 4(a sinx + β cosx + γ sin 2x

+δ cos 2x) = 10 sinx − 8 sin 2x
ή −5a sinx − 5β cosx − 8γ sin 2x − 8δ cos 2x = 10 sinx − 8 sin 2x,

οπότε −5a = 10, −5β = 0, −8γ = −8, −8δ = 0
ή a = −2, β = 0, γ = 1 και δ = 0.

`Ετσι, από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = −2 sinx + sin 2x
και από την (i) ότι η γενική λύση είναι

y = c1e2x + c2e−2x − 2 sinx + sin 2x.

ε) Σύµϕωνα µε το Θεώρηµα 2.3, η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι της µορϕής

y = yoµ + yµ (i)
όπου yoµ η γενική λύση της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης

y′′ + y′ = 0. (ii)
Σύµϕωνα µε τη λύση του (ϐ), η γενική λύση της (ii) είναι

yoµ(x) = c1 + c2e−x.

Το δεύτερο µέλος (e−x − cosx) της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι άθροισµα των

e−x και − cosx.

Το −1 είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής εξίσωσης ενώ το i δεν είναι, οπότε, σύµϕωνα µε τις Παρατη-
ϱήσεις 2.8 και 2.7, Ϲητούµε µερική λύση της µορϕής

yµ = axe−x + β sinx + γ cosx, a, β, γ σταθερές. (iii)
Από την (iii) προκύπτει ότι

y′µ = ae−x − axe−x + β cosx − γ sinx

y′′µ = −2ae−x + axe−x − β sinx − γ cosx,
οπότε αντικαθιστώντας στη δοθείσα διαϕορική εξίσωση προκύπτει

−2ae−x + axe−x − β sinx − γ cosx + ae−x − axe−x + β cosx − γ sinx = e−x − cosx
ή −ae−x + (−β − γ) sinx + (β − γ) cosx = e−x − cosx,

−a = 1, −β − γ = 0 και β − γ = −1,

ή a = −1, β = −1
2

και γ = 1

2
.

`Ετσι, από την (iii) προκύπτει ότι η Ϲητούµενη µερική λύση είναι

yµ = −xe−x −
1

2
sinx + 1

2
cosx

και από την (i) προκύπτει ότι η γενική λύση της διαϕορικής αυτής εξίσωσης είναι

y = c1 + c2e−x − xe−x −
1

2
sinx + 1

2
cosx.

2.4.3 Μέθοδος µεταβολής των σταθερών

Στην ενότητα αυτή δίνουµε µία µέθοδο για την εύρεση µίας µερικής λύσης µίας µη οµογενούς
γραµµικής διαϕορικής εξίσωσης µε σταθερούς συντελεστές, των οποίων το δεύτερο µέλος δεν είναι
µίας εκ των µορϕών της προηγούµενης ενότητας (δεν είναι δυνατόν να ϐρεθεί λύση µε τη µέθοδο
προσδιορισµού των συντελεστών). Η µέθοδος αυτή είναι χρήσιµη και στη λύση γραµµικών διαϕο-
ϱικών εξισώσεων µε µη σταθερούς συντελεστές µε την προυπόθεση ότι γνωρίζουµε τη γενική λύση
της αντίστοιχης οµογενούς διαϕορικής εξίσωσης.

∆ιαιρώντας όλους τους όρους της (2.6) µε το συντελεστή της y′′(x), αυτή γράϕεται ως


