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Κεϕάλαιο 4

∆ιπλά ολοκληρώµατα

4.1 Ορισµός διπλού ολοκληρώµατος
Θεωρούµε µία φραγµένη συνάρτηση f(x, y) σε ένα κλειστό και φραγµένο χωρίο D του επιπέδου
(υποσύνολο του R2). ∆ιαµερίζουµε το D σε n ορθογώνια παραλληλόγραµµα εµβαδού ∆Ai, i =
1,2, .., n και για τη διαµέριση αυτή ορίζουµε το άθροισµα

In =
n

∑
i=1
f(xi, yi)∆Ai

όπου (xi, yi) ένα σηµείο του i−ορθογωνίου και ∆Ai το εµβαδόν του.

Σχήµα 4.1 ∆ιαµέριση του χωρίου D

Ορισµός 4.1 Αν το όριο του αθροίσµατος αυτού ( lim
n→∞

In) υπάρχει και είναι πραγµατικός

αριθµός ανεξάρτητος από τον τρόπο χωρισµού του D και της επιλογής των σηµείων (xi, yi),
τότε λέµε ότι η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο D και η τιµή του ορίου αυτού λέγεται
διπλό ολοκλήρωµα της f στο D και συµβολίζεται µε

∬
D
f(x, y)dxdy.

Αποδεικνύεται ότι :

▸ Αν µία συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα χωρίο D, τότε είναι και ολοκληρώσιµη στο D.

O

Σχήµα 4.2 Το χωρίο D χωρίζεται στα χωρία D1 και D2.

▸ Αν χωρίσουµε το χωρίο D ενός διπλού ολοκληρώµατος σε δύο (ή περισσότερα) χωρία D1,D2,
τα οποία δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία (ϐλ. Σχήµα 4.2),

∬
D
f(x, y)dxdy =∬

D1

f(x, y)dxdy +∬
D2

f(x, y)dxdy (4.1)
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▸ Αν οι συναρτήσεις f και g είναι ολοκληρώσιµες στο D και k, λ ∈ IR, τότε

∬
D
(kf + λg)dxdy = k∬

D
fdxdy + λ∬

D
gdxdy (4.2)

Πρόταση 4.1 Από τον ορισµό του διπλού ολοκληρώµατος προκύπτει ότι το εµβαδόν ενός
χωρίου D του επιπέδου είναι ίσο µε το διπλό ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x, y) = 1 στο D

E(D) =∬
D
dxdy. (4.3)

Το ϑεώρηµα µέσης τιµής για διπλά ολοκληρώµατα είναι :

Θεώρηµα 4.1 Αν η συνάρτηση f(x, y) είναι συνεχής στο χωρίο D του επιπέδου, του οποίου
το εµβαδόν είναι E(D), τότε υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο P ∈D, τέτοιο ώστε

f(P ) =
∬

D
f(x, y)dxdy

E(D)
.

Την τιµή f(P ) τη λέµε µέση τιµή της f στο D και τη συµβολίζουµε µε f̄ .

4.2 Υπολογισµός διπλού ολοκληρώµατος
Ο τρόπος υπολογισµού ενός διπλού ολοκληρώµατος ∬

D
f(x, y)dxdy καθορίζεται προτίστως από

τη µορϕή του χωρίου D και όχι από τη συνάρτηση f .
Στην ενότητα αυτή περιγράϕουµε τον τρόπο υπολογισµού ενός διπλού ολοκληρώµατος ανάλογα

µε τη µορϕή του χωρίου D. Για κάθε περίπτωση ακολουθούν παραδείγµατα.
y

δ

α

D

Ο β x

γ

Σχήµα 4.3 Το χωρίο D είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.

Πρόταση 4.2 Αν το χωρίο D είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο µε πλευρές παράλληλες
µε τους άξονες (ϐλ. Σχήµα 4.3), δηλαδή αν

D = {(x, y) ∶ a ≤ x ≤ β και γ ≤ y ≤ δ},
τότε

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

β

a
(∫

δ

γ
f(x, y)dy)dx = ∫

δ

γ
(∫

β

a
f(x, y)dx)dy (4.4)

Αν, επίσης, η f είναι της µορϕής
f(x, y) = f1(x)f2(y)

τότε

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

β

a
f1(x)dx∫

δ

γ
f2(y)dy (4.5)

Για τον υπολογισµό ενός ολοκληρώµατος της µορϕής ∫
β

a
f(x, y)dy το x νοείται ως σταθερά,

ενώ στο ∫
β

a
f(x, y)dx το y νοείται ως σταθερά.
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Παράδειγµα 4.1 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

I =∬
D
(x − 2y)dxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες

x = 1, y = −1 και τους άξονες.

Λύση

x=1

y=-1

Σχήµα 4.3β Το χωρίο D είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.

Από το Σχήµα 4.3β φαίνεται ότι το χωρίο αυτό είναι το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ 1 και − 1 ≤ y ≤ 0} ,

οπότε, σύµϕωνα µε την (4.4),

I = ∫
1

0
(∫

0

−1
(x − 2y)dy)dx = ∫

1

0
[xy − y2]0−1 dx

= ∫
1

0
((x ⋅ 0 − 02) − (x(−1) − (−1)2))dx = ∫

1

0
(x + 1)dx = 3

2
.

Παράδειγµα 4.2 Να υπολογιστεί το

∬
D
x2ydxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες

x = 1, x = 2, y = −1 και τον άξονα x.

Λύση

x=1

y=-1

y

x=2

x
D

O

Σχήµα 4.4 Το χωρίο D είναι ορθογώνιο παραλληλόγραµµο.

Από το Σχήµα 4.4 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό είναι το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο

D = {(x, y) ∶ 1 ≤ x ≤ 2 και − 1 ≤ y ≤ 0} ,

οπότε, σύµϕωνα µε την (4.5),

∬
D
x2ydxdy = ∫

2

1
x2dx∫

0

−1
ydy = [x

3

3
]
2

1

[y
2

2
]
0

−1
= −7

6
.

∎
Σε πολλές περιπτώσεις ο υπολογισµός ενός διπλού ολοκληρώµατος γίνεται µε τη ϐοήθεια της

επόµενης πρότασης :
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OO

Σχήµα 4.5 Το χωρίο D είναι απλό: α) ως προς y, ϐ) ως προς x.

Πρόταση 4.3 .
▸ Αν το χωρίο D είναι απλό ως προς y, δηλαδή αν περικλείεται κάτω από τη γραµµή

y = g1(x), πάνω από την y = g2(x) (όπου g1 και g2 δύο συνεχείς συναρτήσεις), αριστερά από
την ευθεία x = a και δεξιά από την x = β (ϐλ. Σχήµα 4.5α), δηλαδή αν είναι της µορϕής

D = {(x, y) ∶ a ≤ x ≤ β και g1(x) ≤ y ≤ g2(x)},
τότε

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

β

a
(∫

g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy)dx. (4.6)

▸ Αν το χωρίο D είναι απλό ως προς x, δηλαδή αν περικλείεται κάτω από την οριζόντια
ευθεία y = a πάνω από την y = β, αριστερά από τη γραµµή x = g1(y), και δεξιά από την
x = g2(y) (ϐλ. Σχήµα 4.5β), δηλαδή αν είναι της µορϕής

D = {(x, y) ∶ g1(y) ≤ x ≤ g2(y) και a ≤ y ≤ β},
τότε

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

β

a
(∫

g2(y)

g1(y)
f(x, y)dx)dy (4.7)

▸ Πολλά χωρία είναι ταυτόχρονα απλά και ως προς y και ως προς x, οπότε τα αντίστοιχα
διπλά ολοκληρώµατα υπολογίζονται είτε από την (4.6) είτε από την (4.7).

Θυµίζουµε ότι :

▸ Για τον υπολογισµό ενός ολοκληρώµατος της µορϕής ∫
g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy το x νοείται ως σταθερά.

▸ Το ∫
g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy είναι συνάρτηση του x.

Παράδειγµα 4.3 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
2xydxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τις γραµµές

y = 1 + x2, y = x, x = 1και τον y − άξονα.

Λύση
Από το Σχήµα 4.6 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ 1 και x ≤ y ≤ 1 + x2} ,

οπότε είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι, σύµϕωνα µε την (4.6)

∬
D
2xydxdy = ∫

1

0
(∫

1+x2

x
2xydy)dx = ∫

1

0
x[y2]1+x

2

x dx = ∫
1

0
x [(1 + x2)2 − x2]dx = 11

12
.
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Σχήµα 4.6 Το χωρίο D είναι απλό ως προς y.

Παράδειγµα 4.4 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
xydxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τις γραµµές

y = 1 + x2 και y = 9 − x2.

Λύση

D

Σχήµα 4.7 Το χωρίο D είναι απλό ως προς y.

Από το Σχήµα 4.7 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό γράϕεται (τα σηµεία τοµής των δύο γραµµών που
το περιβάλλουν προκύπτουν από το σύστηµα των εξισώσεων τους να έχουν τετµηµένες x = −2 και
x = 2)

D = {(x, y) ∶ −2 ≤ x ≤ 2 και 1 + x2 ≤ y ≤ 9 − x2} ,
οπότε είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι σύµϕωνα µε την (4.6)

∬
D
xydxdy = ∫

2

−2
(∫

9−x2

1+x2
xydy)dx = ∫

2

−2
x [y

2

2
]
9−x2

1+x2

dx

= 1

2
∫

2

−2
x ((9 − x2)2 − (1 + x2)2)dx = 0

(διότι η συνάρτηση του τελευταίου ολοκληρώµατος είναι περιττή και το διάστηµα ολοκλήρωσης
είναι της µορϕής [−a, a]).

Παράδειγµα 4.5 Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίουD που περικλείεται από τις γραµµές

y2 = x και y2 = 8 − x.

Λύση
Το εµβαδόν του χωρίου D είναι

E(D) =∬
D
dxdy. (i)

Από το Σχήµα 4.8 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό γράϕεται (τα σηµεία τοµής των δύο γραµµών που
το περιβάλλουν προκύπτουν από τη λύση του συστήµατος των εξισώσεων τους να έχουν τεταγµένες
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y = −2 και y = 2)
D = {(x, y) ∶ y2 ≤ x ≤ 8 − y2 και − 2 ≤ y ≤ 2} ,

οπότε είναι απλό ως προς x. ΄Ετσι, σύµϕωνα µε την (4.7), η (i) δίνει

E(D) = ∫
2

−2
(∫

8−y2

y2
dx)dy = ∫

2

−2
[x]8−y

2

y2
dy = ∫

2

−2
(8 − y2 − y2)dy = 64

3
.

y

y2=x

y2=8-x

O

D

x8

2

-2

Σχήµα 4.8 Το χωρίο D είναι απλό ως προς x

Παράδειγµα 4.6 Να υπολογιστεί η µέση τιµή της συνάρτησης

f(x, y) = x + y
στο χωρίο D του επιπέδου που περικλείεται από τις γραµµές

x = y, y = 1 και τον άξονα y

και να ϐρεθούν τα σηµεία του D στα οποία η f παίρνει την τιµή αυτή.

Λύση

D

Σχήµα 4.9 Το χωρίο D είναι απλό ως προς y

Η µέση τιµή της συνάρτησης f(x, y) στο χωρίο D είναι (ϐλ. Θεώρηµα 4.1)

f̄ =
∬

D
(x + y)dxdy

E(D)
, (i)

όπου E(D) το εµβαδόν του D. Από το Σχήµα 4.9 φαίνεται ότι το D γράϕεται

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1},
οπότε είναι απλό ως προς y και

∬
D
(x + y)dxdy = ∫

1

0
(∫

1

x
(x + y)dy)dx = ∫

1

0
[xy + y

2

2
]
y=1

y=x
dx = ∫

1

0
(x + 1

2
− (x2 + x

2

2
))dx

= [x
2

2
+ 1

2
x − x

3

2
]
1

0

= 1

2
.

Το χωρίο D είναι τρίγωνο (ϐλ. Σχήµα 4.9), οπότε το εµβαδόν του είναι
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E(D) = 1

2
⋅ 1 ⋅ 1 = 1

2
.

΄Ετσι από την (i) προκύπτει f̄ =
1
2
1
2

= 1.

Η f παίρνει την τιµή αυτή στα σηµεία (x, y) του D για τα οποία

f(x, y) = 1 ⇔ x + y = 1,

δηλαδή για τα σηµεία της ευθείας x + y = 1 που ϐρίσκονται µέσα στο D (ϐλ. Σχήµα 4.10).

Σχήµα 4.10 Η f παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο D πάνω στην ευθεία x + y = 1.

∎
Αν το χωρίοD δεν είναι απλό ούτε ως προς x ούτε ως προς y, τότε το χωρίζουµε µε κατάλληλη
ευθεία (-ες) σε δύο ή περισσότερα χωρία απλά ως προς x ή προς y, στα οποία υπολογίζουµε,
σύµϕωνα µε τα παραπάνω, το διπλό ολοκλήρωµα της f σε καθένα από αυτά και εϕαρµόζουµε
την (4.1).

Παράδειγµα 4.7 Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίουD που περικλείεται από τις γραµµές

y = ex, y = x, y = 4 και τον y − άξονα µε y < ex.

Λύση
Το εµβαδόν του χωρίου D είναι

E(D) =∬
D
dxdy.

Σχήµα 4.11 Χωρίζουµε το χωρίο D στα χωρίο D1 και D2.

Από το Σχήµα 4.11 φαίνεται ότι το D δεν είναι απλό ούτε ως προς x ούτε ως προς y.
Το σηµείο τοµής της y = ex και της ευθείας y = 4 προκύπτει από την εξίσωση

ex = 4 ⇔ x = ln 4
και το σηµείο τοµής των ευθειών y = x και y = 4 είναι προϕανώς το (4,4).

Χωρίζουµε το χωρίο D µε τη ϐοήθεια της κατακόρυϕης ευθείας x = ln 4 στα χωρία D1 και D2,
οπότε (ϐλ.(4.1))
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E(D) = E1 +E2 =∬
D1

dxdy +∬
D2

dxdy (i)

Το D1 περικλείεται (ϐλ. Σχήµα 4.11) πάνω από την y = ex και κάτω από την y = x για 0 ≤ x ≤ ln 4,
οπότε

D1 = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ ln 4 και x ≤ y ≤ ex} ,
και είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι,

E1 = ∫
ln 4

0
(∫

ex

x
dy)dx = ∫

ln 4

0
[y]e

x

x dx = ∫
ln 4

0
(ex − x)dx = [ex − x

2

2
]
ln 4

0

= 3 − ln2 4

2
.

Το D2 περικλείεται (ϐλ. Σχήµα 4.11) πάνω από την y = 4 και κάτω από την y = x για ln 4 ≤ x ≤ 4,
οπότε

D2 = {(x, y) ∶ ln 4 ≤ x ≤ 4 και x ≤ y ≤ 4}
και είναι απλό ως προς y. ΄Ετσι,

E2 = ∫
4

ln 4
(∫

4

x
dy)dx = ∫

4

ln 4
[y]4x dx = ∫

4

ln 4
(4 − x)dx = [4x − x

2

2
]
4

ln 4

= 8 − 4 ln 4 + ln2 4

2
.

΄Ετσι η (i) δίνει

E = E1 +E2 = 3 −
ln2 4

2
+ 8 − 4 ln 4 + ln2 4

2
= 11 − 4 ln 4.

Παράδειγµα 4.8 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

I = ∫
1

0
(∫

1

y
cos

πx2

2
dx)dy.

Λύση
Παρατηρούµε ότι δεν µπορούµε να υπολογίσουµε το αόριστο ολοκλήρωµα

∫ cos
πx2

2
dx.

΄Οµως το I γράϕεται I =∬
D
cos

πx2

2
dxdy,

όπου D = {(x, y) ∶ y ≤ x ≤ 1 και 0 ≤ y ≤ 1} .

Σχήµα 4.12 Το χωρίο D είναι απλό και ως προς x και ως προς y.

Σχεδιάζουµε το χωρίο D και από το σχήµα παρατηρούµε ότι µπορεί να γραϕεί και στη µορϕή

D = {(x, y) ∶ 0 ≤ x ≤ 1 και 0 ≤ y ≤ x}

(το D είναι απλό και ως προς y), οπότε

I = ∫
1

0
(∫

x

0
cos

πx2

2
dy)dx = ∫

1

0
(cos πx

2

2
∫

x

0
dy)dx = ∫

1

0
x cos

πx2

2
dx

= ∫
π
2

0

1

π
cos tdt = 1

π
.

∎
Από τη λύση του παραδείγµατος αυτού προκύπτει :
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Παρατήρηση 4.1 Αν ο άµεσος υπολογισµός ενός διπλού ολοκληρώµατος της µορϕής

∫
x2

x1

(∫
g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy)dx ή ∫

y2

y1
(∫

g2(y)

g1(y)
f(x, y)dx)dy

είναι δύσκολος, σχεδιάζουµε το αντίστοιχο χωρίο D και αν αυτό είναι απλό και ως προς x και
ως προς y, τότε αλλάζουµε τη σειρά ολοκλήρωσης.

4.3 Αλλαγή µεταβλητών

Με τη ϐοήθεια του παρακάτω ϑεωρήµατος απλοποιείται πολύ ο υπολογισµός ενός διπλού ολο-
κληρώµατος σε περιπτώσεις στις οποίες το χωρίο είναι ορθογώνιο παραλληλογραµµο ή γενικότερα
απλούστερο ως προς ένα άλλο σύστηµα συντεταγµένων.

Θεώρηµα 4.2 Αν f(x, y) µία συνάρτηση ολοκληρώσιµη σε ένα χωρίο D του επιπέδου και
D′ το αντίστοιχο του D ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων u, v, για τις οποίες ισχύει

x = x(u, v) και y = y(u, v), (i)

τότε ∬
D
f(x, y)dxdy =∬

D′
f(x(u, v), y(u, v))D(x, y)

D(u, v)
dudv,

όπου
D(x, y)
D(u, v)

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR
η ιακωβιανή ορίζουσα των (i).

Από το ϑεώρηµα αυτό εύκολα προκύπτει η επόµενη παρατήρηση.

Παρατήρηση 4.2 Αν το χωρίο D ενός διπλού ολοκληρώµατος στις συντεταγµένες u και v
είναι το ορθογώνιο

D′ = {(u, v) ∶ u1 ≤ u ≤ u2 και v1 ≤ v ≤ v2} ,
τότε για το διπλό ολοκλήρωµα στο D κάθε συνάρτησης f(x, y) ισχύει (ϐλ. (4.4))

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

v2

v1
(∫

u2

u1

f [x(u, v), y(u, v)] D(x, y)
D(u, v)

du)dv. (4.8)

Σε πολλές περιπτώσεις χρησιµοποιούµε πολικές συντεταγµένες r, θ για τις οποίες ισχύει
x = r cos θ και y = r sin θ,

Η ιακωβιανή ορίζουσα των σχέσεων αυτών είναι (ϐλ.(2.28))

D(x, y)
D(r, θ)

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

∂x

∂r

∂x

∂θ

∂y

∂r

∂y

∂θ

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= r,

οπότε, σύµϕωνα µε την (4.8):

Πρόταση 4.4 Για οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση f(x, y) ισχύει

∬
D
f(x, y)dxdy =∬

D′
f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ, (4.9)

όπου D′ το αντίστοιχο του D χωρίο σε πολικές συντεταγµένες.
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Παράδειγµα 4.9 Να υπολογιστεί, συναρτήσει του a, το διπλό ολοκλήρωµα

I =∬
D
(x + y)dxdy,

όπου D το άνω ηµικύκλιο µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα a.

Λύση
Από το Σχήµα 4.13 φαίνεται ότι, χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες

x = r cos θ και y = r sin θ, (i)
το D γράϕεται D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ a και 0 ≤ θ ≤ π} , (ii)
οπότε (ϐλ. Σχήµα 4.13β) είναι ορθογώνιο σε πολικές συντεταγµένες και σύµϕωνα µε την Πρόταση
3.5,

∬
D
(x + y)dxdy =∬

D′
(r cos θ + r sin θ)rdrdθ = ∫

π
2

0
(cos θ + sin θ)dθ∫

a

0
r2dr = 2a

3

3
.

r

θ
π

α

΄

Σχήµα 4.13 Το χωρίο D: α) σε καρτεσιανές ϐ) σε πολικές συντεταγµένες

∎
Από τα παραπάνω προκύπτει εύκολα:

Παρατήρηση 4.3 Αν το χωρίο D ενός διπλού ολοκληρώµατος σε πολικές συντεταγµένες
(x = r cos θ και y = r sin θ) είναι το ορθογώνιο

D′ = {(r, θ) ∶ r1 ≤ r ≤ r2 και θ1 ≤ θ ≤ θ2} ,
τότε για το διπλό ολοκλήρωµα στο D κάθε συνάρτησης f(x, y) ισχύει (ϐλ.(4.8))

∬
D
f(x, y)dxdy = ∫

θ2

θ1
(∫

r2

r1
f(r cos θ, r sin θ)rdr)dθ.

Παράδειγµα 4.10 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
ln(1 + x2 + y2)dxdy,

όπου D = {(x, y) ∶ 1 ≤ x2 + y2 ≤ 9 και x > 0} .

Λύση

Σχήµα 4.14 Το χωρίο D είναι ορθογώνιο σε πολικές συντεταγµένες.

Από το Σχήµα 4.14 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό σε πολικές συντεταγµένες είναι
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D′ = {(r, θ) ∶ 1 ≤ r ≤ 3 και − π
2
≤ θ ≤ π

2
} ,

οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 4.3 (x2 + y2 = r2),

∬
D
ln(1 + x2 + y2)dxdy = ∫

π
2

−π
2

(∫
3

1
ln(1 + r2)rdr)dθ = ∫

π
2

−π
2

dθ∫
10

2
ln t

1

2
dt

= π

2
(10 ln 10 − 2 ln 2 − 8).

Παράδειγµα 4.11 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
e−(x

2+y2)dxdy,

όπου D = {(x, y) ∶ 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4 και − x ≤ y ≤ x}.

Λύση

y=-x

-2

2 x

D

1

1

2

y

y=x

Σχήµα 4.15 Το χωρίο D είναι ορθογώνιο σε πολικές συντεταγµένες

Από το Σχήµα 4.15 φαίνεται ότι το χωρίο αυτό σε πολικές συντεταγµένες γράϕεται

D′ = {(r, θ) ∶ 1 ≤ r ≤ 2 και − π
4
≤ θ ≤ π

4
} ,

οπότε, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 4.3 (x2 + y2 = r2),

∬
D
e−(x

2+y2)dxdy = ∫
π
4

−π
4

(∫
2

1
e−r

2

rdr)dθ = ∫
π
4

−π
4

dθ∫
2

1
e−r

2

rdr == (1
e
− 1

e4
) π
4
.

Παράδειγµα 4.12 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
xydxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τη γραµµή

x2 + y2 = 2x. (i)

Λύση
Η (i) γράϕεται

x2 + y2 = 2x ⇔ x2 − 2x + y2 = 0 ⇔ x2 − 2x + 1 + y2 = 1 ⇔ (x − 1)2 + y2 = 1,
οπότε το D είναι το εσωτερικό του κύκλου µε κέντρο το K(1,0) και ακτίνα 1.

Θέτοντας x = r cos θ και y = r sin θ στην (i) προκύπτει

r2 cos2 θ + r2 sin2 θ = 2r cos θ ⇔ r2 = 2r cos θ ⇔ r = 2 cos θ,

οπότε το χωρίο αυτό σε πολικές συντεταγµένες είναι (ϐλ. Σχήµα 4.16)

D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 2 cos θ και − π
2
≤ θ ≤ π

2
} .

Εποµένως (ϐλ. (4.9)),
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D

Σχήµα 4.16 Το χωρίο D είναι κύκλος µε κέντρο το K(1,0) και ακτίνα 1.

∬
D
xydxdy = ∫

π
2

−π
2

(∫
2 cos θ

0
r cos θ ⋅ r sin θ ⋅ rdr)dθ = ∫

π
2

−π
2

(cos θ sin θ∫
2 cos θ

0
r3dr)dθ

= ∫
π
2

−π
2

cos θ sin θ [r
4

4
]
2 cos θ

0

dθ = 1

4
∫

π
2

−π
2

cos θ sin θ ⋅ 24 cos4 θdθ

= 4∫
π
2

−π
2

cos5 θ sin θdθ = 0

(διότι η συνάρτηση cos5 θ sin θ είναι περιττή και το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι της µορϕής
[−a, a]).

Παράδειγµα 4.13 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
ydxdy,

όπου D το χωρίο που περικλείεται από τις ευθείες

2x − y = −1, 2x − y = 1, x + y = 2 και x + y = 3.

Λύση

Σχήµα 4.17 Το χωρίο D δεν είναι απλό ούτε ως προς x ούτε ως προς y.

Θέτοντας u = 2x − y και v = x + y,
το χωρίο D γράϕεται

D′ = {(u, v) ∶ −1 ≤ u ≤ 1 και 2 ≤ v ≤ 3} , (i)
οπότε ο υπολογισµός του διπλού αυτού ολοκληρώµατος γίνεται εύκολα µε τη ϐοήθεια των µετα-
ϐλητών αυτών (ϐλ. Παρατήρηση 4.2). Λύνοντας τις (i) ως προς x και y προκύπτει

x = u + v
3

και y = 2v − u
3

,

οπότε η ιακωβιανή ορίζουσα των σχέσεων αυτών είναι

D(x, y)
D(u, v)

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

1

3

1

3

−1
3

2

3

RRRRRRRRRRRRRRRRRRR

= 1

3
.
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Εποµένως (ϐλ. (4.8) της Παρατήρηση 4.2),

∬
D
ydxdy = ∬

D′

2v − u
3

D(x, y)
D(u, v)

dudv = ∫
3

2
(∫

1

−1

2v − u
3

1

3
du)dv

= 1

9
∫

3

2

⎛
⎝
2v[u]1−1 − [

u2

2
]
1

−1

⎞
⎠
dv = 1

9
∫

3

2
4vdv = 10

9
.

Παράδειγµα 4.14 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
xy2dxdy,

όπου D = {(x, y) ∶ 4x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0 και y ≥ 0}.

Λύση
Το χωρίο D είναι το εσωτερικό στο α΄ τεταρτηµόριο της έλλειψης

x2

(12)2
+ y

2

12
= 1

π/2

θ

rΟ

(β)

(α)

1

Σχήµα 4.18 Το χωρίο D είναι ορθογώνιο σε ελλειπτικές συντεταγµένες.

Παρατηρούµε ότι αν χρησιµοποιήσουµε ελλειπτικές συντεταγµένες

x = 1

2
r cos θ και y = r sin θ, (i)

το χωρίο D γράϕεται D′ = {(r, θ) ∶ 0 ≤ r ≤ 1 και 0 ≤ θ ≤ π
2
} ,

οπότε στις συντεταγµένες αυτές είναι ορθογώνιο και ο υπολογισµός του διπλού αυτού ολοκληρώ-
µατος γίνεται εύκολος. Η ιακωβιανή ορίζουσα των (i) είναι

D(x, y)
D(r, θ)

= 1

2
r,

οπότε (ϐλ. Παρατήρηση 4.2)

∬
D
xy2dxdy = ∫

π
2

0
(∫

1

0

1

2
r cos θ(r sin θ)2 1

2
rdr)dθ = 1

4
∫

π
2

0
cos θ sin2 θdθ∫

1

0
r4dr = 1

4

1

3

1

5

= 1

60
.

Παράδειγµα 4.15 Να υπολογιστεί το διπλό ολοκλήρωµα

∬
D
xdxdy

όπου D το χωρίο που περιβάλλεται από τις γραµµές του επιπέδου xy

x(1 − y) = 1, x(1 − y) = 2, xy = 1 και xy = 3. (i)

Λύση
Θέτοντας u = x και v = xy
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οι (i) γίνονται

x(1 − y) = 1 ⇔ x = 1 + xy ⇔ u = 1 + v

x(1 − y) = 2 ⇔ x = 2 + xy ⇔ u = 2 + v

xy = 1 ⇔ v = 1 και xy = 3 ⇔ v = 3
οπότε το χωρίο D′ του διπλού αυτού ολοκληρώµατος στις νέες µεταβλητές u και v είναι (ϐλ. Σχήµα
4.19)

D′ = {(u, v) ∶ 1 + v ≤ u ≤ 2 + v και 1 ≤ v ≤ 3} .

3

1

-1
1 2

D΄

u

v

-2

Σχήµα 4.19 Το χωρίο D′ του Παραδείγµατος 4.15 στις µεταβλητές u και v

Η ιακωβιανή των σχέσεων αυτών είναι

D(x, y)
D(u, v)

=

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

∂x

∂u

∂x

∂v

∂y

∂u

∂y

∂v

RRRRRRRRRRRRRRRRRR

=
RRRRRRRRRRRR

1 0
1

v
− u
v2

RRRRRRRRRRRR
= − u

v2

`Ετσι, σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 4.2,

∬
D
xdxdy = ∫

3

1
[∫

2+v

1+v
u(− u

v2
)du]dv = ∫

3

1
− 1

v2
[u

3

3
]
2+v

1+v
dv = ∫

3

1
− 1

3v2
[(2 + v)3 − (1 + v)3]dv

= ∫
3

1
−3v

2 + 9v + 7
3v2

dv = −∫
3

1
(1 + 3

v
+ 7

3v2
)dv = − [v − ln v − 7

3v
] = − ln 27 − 32

9

Παρατήρηση 4.4 Σε ορισµένες περιπτώσεις µπορούµε να υπολογίσουµε ένα διπλό ολοκλή-

ϱωµα∬
D
f(x, y)dxdy από τη σχέση

∬
D2

f(x, y)dxdy =∬
D
f(x, y)dxdy +∬

D1

f(x, y)dxdy

ή ∬
D
f(x, y)dxdy =∬

D2

f(x, y)dxdy −∬
D1

f(x, y)dxdy,

όπου D1 και D2 χωρία, τέτοια ώστε το D2 να χωρίζεται στα D και D1 (ϐλ. Σχήµα 4.20), τα
οποία δεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία και στα οποία να µπορεί να υπολογιστεί το διπλό
ολοκλήρωµα της f(x, y).

O

Σχήµα 4.20 Το χωρίο D2 χωρίζεται στα χωρία D και D1.


