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G(s) = C

RCs + 1
u(t)

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, η απόκριση του κυκλώµατος σε ϐηµατική είσοδο vi(t) = Eu(t)
(το φορτίο του πυκνωτή τη χρονική στιγµή t) είναι

q(t) = CE (1 − e−
t

RC ).

8.8.3 Γραµµικά σύστηµατα δεύτερης τάξης
Στην ενότητα αυτή περιγράϕουµε γραµµικά σύστηµατα δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές,
δηλαδή σύστηµατα που περιγράϕονται από διαϕορικές εξισώσεις δεύτερης τάξης της µορϕής

a2x
′′(t) + a1x′(t) + a0x(t) = v(t), (i)

όπου v(t) και x(t) η είσοδος και έξοδος του συστήµατος και a0, a1, a2 σταθερές.
Τέτοια συστήµατα συναντούµε σε πάρα πολλούς τοµείς εϕαρµογών, όπως τα ηλεκτρικά κυκλώµατα
(ϐλ. Παραδείγµατα 8.58-59) και οι χηµικές διεργασίες (ϐλ. Ενότητα 8.8.6).

Η (i) γράϕεται στη µορϕή

x′′(t) + 2γx′(t) + ω2x(t) = v(t)
a2

(ii)

όπου γ = a1
2a2

και ω2 = a0
a2

σταθερές

Παίρνοντας το µετασχηµατισµό Laplace των δύο µελών της (ii), λόγω των Προτάσεων 8.1, 8.2 και
8.3, προκύπτει

s2X(s) + 2γsX(s) + ω2X(s) = V (s)
a2

⇔ (s2 + 2γs + ω2)X(s) = V (s)
a2

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος αυτού είναι

G(s) = X(s)
V (s)

= 1

a2(s2 + 2γs + ω2)
.

Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 8.8, η απόκριση του συστήµατος αυτού σε µοναδιαία ϐηµατική
συνάρτηση εισόδου u(t) είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης

X(s) = G(s)U(s),
όπου U(s) ο µετασχηµατισµός Laplace της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης εισόδου u(t).
Η εύρεση του αντιστρόϕου µετασχηµατισµού Laplace της X(s) εξαρτάται από το αν ο παρονο-
µαστής έχει δύο πραγµατικές, µία διπλή ή δύο µιγαδικές ϱίζες, δηλαδή από το πρόσηµο της
διακρίνουσας

∆ = (2γ)2 − 4ω2.
`Ετσι, αναλύοντας τον G(s) σε µερικά κλάσµατα και µε τη ϐοήθεια της Πρότασης 8.15 και του
Πίνακα 8.2, προκύπτει :
▸ Αν γ > ω0, ο παρονοµαστής έχει τις δύο πραγµατικές ϱίζες

ρ1,2 = −γ ±
√
γ2 + ω2,

οπότε

x(t) = L−1 { 1

a2(s + ρ1)(s + ρ2)
} = 1

a2
(τL−1 { A

s + ρ1
} +L−1 { B

s + ρ1
})

= 1

a2
(Ae−ρ1t +Be−ρ1t)u(t), A,B σταθερές

▸ Αν γ = ω0, ο παρονοµαστής έχει τη διπλή ϱίζα ρ = −γ, οπότε

x(t) = L−1 { 1

a2(s + ρ1)(s + ρ2)
} = 1

a2
(L−1 { A

s + ρ
} +L−1 { B

(s + ρ)2
})

= 1

a2
(Ae−ρt +Bte−ρt)u(t), A,B σταθερές.

▸ Αν γ < ω0, ο παρονοµαστής έχει τις συζυγείς µιγαδικές ϱίζες
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ρ1,2 = −γ ± i
√
ω2 − γ2,

οπότε

x(t) = L−1 { 1

a2(s + ρ1)(s + ρ2)
} = 1

a2
(L−1 { A

s + ρ1
} +L−1 { B

s + ρ2
})

= 1

a2
(Ae−ρ1t +Be−ρ2t)u(t), A,B σταθερές

Στο Σχήµα 8.23 δίνεται το διάγραµµα πόλων για τις τρεις περιπτώσεις γραµµικού συστήµατος
δεύτερης τάξης.

Re(s)

Im(s)

ρ
2

ρ
2

ρ
1

ρ
1

O
Re(s)

Im(s)

ρ O

(α) (β) (γ)

Re(s)
-γ

-γ
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√ω2-γ2
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Σχήµα 8.23 ∆ιάγραµµα πόλων για γραµµικό σύστηµα δεύτερης τάξης στις περιπτώσεις :
α) υπεραποσβεσµένης, ϐ) κρίσιµα αποσβεσµένης και γ) υποαποσβεσµένης απόκρισης

∆είξαµε, λοιπόν, ότι :

Πρόταση 8.26 `Ενα γραµµικό σύστηµα ϐ΄ τάξης µε είσοδο v(t) και έξοδο x(t), που περιγρά-
φεται από τη διαϕορική εξίσωση

x′′(t) + 2γx′(t) + ω2x(t) = v(t)
a2

,

έχει συνάρτηση µεταϕοράς της µορϕής

G(s) = 1

a2(s2 + 2γs + ω2)
και η απόκριση του σε µοναδιαία ϐηµατική συνάρτηση εισόδου u(t) είναι της µορϕής :

▸ Αν γ > ω (υπεραποσβεσµένη απόκριση),

x(t) = c1e−(γ+
√
γ2−ω2)t + c2e−(γ−

√
γ2−ω2)t

, c1, c2 σταθερές

▸ Αν γ = ω (κρίσιµα αποσβεσµένη απόκριση),

x(t) = (c1 + c2t) e−γt, c1, c2 σταθερές.

▸ Αν γ < ω (υποαποσβεσµένη απόκριση),

x(t) = e−γt (c1 cos
√
ω2 − γ2 t + c2 sin

√
ω2 − γ2 t) , c1, c2 σταθερές.

Παράδειγµα 8.60 Το σώµα Σ µάζας m, που είναι δεµένο σε ελατήριο σταθεράς k (ϐλ. Σχή-
µα 8.24) δέχεται, εκτός της δύναµης του ελατηρίου, µία δύναµη ανάλογη και αντίθετη της
ταχύτητας του και µία δύναµη f(t). Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος
αυτού.
ϐ) Αν m = 1, b = 3, k = 2 και η δύναµη είναι

f(t) = 3 sin 2t
και το σώµα ξεκινάει ακίνητο τη χρονική στιγµή t = 0 από τη ϑέση x = 6, να ϐρεθεί η ϑέση του
συναρτήσει του χρόνου.

Λύση
α) Το Σ, εκτός της δύναµης ελατηρίου Fϵ = −kx, δέχεται τη δύναµη απόσβεσης
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Fa = −bv(t) = −bx′(t)
όπου x(t) η ϑέση του σώµατος τη χρονική στιγµή t και τη δύναµη f .

k

F(t)

F
ε

F
α

m

Σχήµα 8.24 Σύστηµα σώµατος-ελατηρίου-αποσβέστη -διεγέρτη

`Ετσι, από το ϑεµελιώδη νόµο της δυναµικής προκύπτει ότι

mx′′ = −kx − bx′ + f(t)

ή x′′ + b

m
x′ + k

m
x = f(t)

m
(i)

όποτε το σύστηµα αυτό µε είσοδο τη δύναµη f(t) και έξοδο την αποµάκρυνση του σώµατος από
τη ϑέση ισορροπίας x(t), σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης και έχει
συνάρτηση µεταϕοράς

G(s) = X(s)
F (s)

= 1

m(s2 + 2γs + ω2)
, γ = b

2m
, ω2 = k

m
. (ii)

ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της δύναµης f(t) (είσοδος) είναι (ϐλ. Πίνακα 8.1)

F (s) = 3 2

s2 + 22
= 6

s2 + 22
.

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4 και την (ii) (αϕού αντικαταστήσουµε τις δεδοµένες τιµές των
παραµέτρων), ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης x(t) είναι

X(s) = G(s)F (s) = 1

s2 + 3s + 2
6

s2 + 22
= 6

(s + 2)(s + 3)(s + 2i)(s − 2i)
και το φορτίο είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace του X(s),

x(t) = L−1{X(s)}, (iii)
Για να υπολογίσουµε τον L−1{X(s)}, αναπτύσσουµε τον X(s) σε µερικά κλάσµατα,

X(s) = A

s + 2
+ B

s + 3
+ Γ +∆i
s + 2i

+ Γ −∆i
s − 2i

, (vii)
όπου

A = (s + 2)X(s)∣s=−2 =
6

(s + 3)(s + 2i)(s − 2i)
∣
s=−2
= 6

(−2 + 3)[(−2)2 + 22]
= 6

8
= 0,75

B = (s + 3)F (s)∣s=−3 =
6

(s + 2)(s + 2i)(s − 2i)
∣
s=−3
= 6

(−3 + 2)((−3)2 + 4)
= − 6

13

= −0,461

Γ +∆i = (s + 2i)F (s)∣s=−2i =
6

(s + 2)(s + 3)(s − 2i)
∣
s=−2i

= 6

(−2i + 2)(−2i + 3)(−2i − 2i)
= 6

(2 − 10i)(−4i)
= 6

−40 − 8i
= 6(−40 + 8i)

402 + 82

= −0,144 + 0,029i.
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οπότε Γ = −0,144 και ∆ = 0,029i.
`Ετσι, η (ii) δίνει

X(s) = A

s + 2
+ B

s + 3
+ (Γ +∆i)(s − 2i)
(s + 2i)(s − 2i)

+ (Γ −∆i)(s + 2i)
(s − 2i)(s + 2i)

= A

s + 2
+ B

s + 3
+ 2Γs + 2 ⋅ 2∆

s2 + 4

= 0,75 ⋅ 10−12

s + 2
− 0,461

s + 3
− 0,288

s2 + 4
+ 0,116

s2 + 4
,

οπότε η (i), λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει

q(t) = L−1 {0,75 ⋅ 10
−12

s + 2
− 0,461

s + 3
− 0,288

s2 + 4
+ 0,116

s2 + 4
}

= 0,75L−1 { 1

s + 2
} − 0,461L−1 { 1

s + 3
} − 0,288L−1 { s

s2 + 22
} + 0,116L−1 { 1

s2 + 22
}

= 0,75e−2tu(t) − 0,461e−3tu(t) + 0,116 cos(2t)u(t) + 0,116 sin(2t)u(t)

= (0,75e−2t − 0,461e−3t + 0,116 cos 2t + 0,116 sin 2t)u(t).

Παράδειγµα 8.61 α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του κυκλώµατος RLC του Σχήµατος
8.25, στο οποίο η αυτεπαγωγή του πηνίου είναι L, η αντίστασηR, η χωρητικότητα του πυκνωτή
C, αν ως έξοδος ϑεωρηθεί το φορτίο του πυκνωτή.
ϐ) Αν

R = 500Ω, C = 4

9
µF, L = 0,01H,

και η τάση εισόδου είναι µοναδιαία ϐηµατική
vi(t) = u(t),

και ο πυκνωτής είναι αρχικά αϕόρτιστος, να ϐρεθεί το φορτίο του συναρτήσει του χρόνου.
γ) Να ϐρεθεί το φορτίο του πυκνωτή συναρτήσει του χρόνου, αν η τάση εισόδου είναι

vi(t) = 2 sin 10t.

v
S

i

L

C

R

~

Σχήµα 8.25 Κύκλωµα RLC σε σειρά µε αρµονική πηγή

Λύση
α) Από το δεύτερο νόµο του Kirchhoff προκύπτει

Li′(t) +Ri(t) + vC(t) = vi(t). (i)

Επίσης, i(t) = q′(t) και vC(t) =
q(t)
C

,

οπότε η (i) γίνεται

Lq′′(t) +Rq′(t) + 1

C
q(t) = vi(t) ⇔ q′′(t) + R

L
q′(t) + 1

LC
q(t) = vi(t)

L
όπου q(t) το φορτίο του πυκνωτή και vi(t) η τάση εισόδου.
`Αρα, το σύστηµα αυτό µε είσοδο την τάση vi(t) και έξοδο το φορτίο του πυκνωτή q(t), σύµϕωνα
µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης και έχει συνάρτηση µεταϕοράς
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G(s) = Q(s)
Vi(s)

= 1

L(s2 + R
L
s + 1

LC
)

.

ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της ϐηµατικής τάσης εισόδου vi(t) = u(t) είναι (ϐλ. Πίνακα 8.1)

Vi(s) =
1

s
.

Επίσης, για τις τιµές αυτές η συνάρτηση µεταϕοράς του κυκλώµατος γίνεται

G(s) = 1

10−2 (s2 + 5 ⋅ 104s + 9

4
108)

.

Οι ϱίζες του παρονοµαστή της G(s) είναι (∆ = 25 ⋅ 108 − 4 ⋅ 9
4
108 = 16 ⋅ 108)

s = −4,5 ⋅ 104 και s = −0,5 ⋅ 104,

οπότε G(s) = 100

(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)
. (ii)

Ο µετασχηµατισµός Laplace της τάσης της πηγής v(t), σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1, είναι

V (s) = L{u(t)} = 1

s
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace του φορτίου του πυκνωτή είναι

Q(s) = G(s)V (s) = 100

s(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)
(iii)

και το φορτίο του πυκνωτή είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace του Q(s),

q(t) = L−1{Q(s)}, (iv)

Για να υπολογίσουµε τον L−1{Q(s)}, αναπτύσουµε τον Q(s) της (i) σε µερικά κλάσµατα,

Q(s) = A
s
+ B

s + 4,5 ⋅ 104
+ Γ

s + 0,5 ⋅ 104
, (v)

όπου

A = sQ(s)∣s=0 =
100

(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)
∣
s=0
= 100

4,5 ⋅ 104 ⋅ 0,5 ⋅ 104

= 0,444 ⋅ 10−6

B = (s + 4,5 ⋅ 104)Q(s)∣
s=−4,5⋅104 =

100

s(s + 0,5 ⋅ 104)
∣
s=−4,5⋅104

= 1

−4,5 ⋅ 104(−4,5 ⋅ 104 + 0,5 ⋅ 104)
= 0,55 ⋅ 10−5

Γ = (s + 0,5 ⋅ 104)Q(s)∣
s=−0,5⋅104 =

100

s(s + 4,5 ⋅ 104)
∣
s=−0,5⋅104

= 100

−0,5 ⋅ 104(−0,5 ⋅ 104 + 4,5 ⋅ 104)
= −0,5 ⋅ 10−6,

οπότε η (v) γίνεται

Q(s) = 0,444 ⋅ 10−6

s
+ 0,55 ⋅ 10−5

s + 4,5 ⋅ 104
− 0,5 ⋅ 10−6

s + 0,5 ⋅ 104
,

`Ετσι, η (iv), λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει
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q(t) = L−1 {0,444 ⋅ 10
−6

s
+ 0,55 ⋅ 10−5

s + 4,5 ⋅ 104
− 0,5 ⋅ 10−6

s + 0,5 ⋅ 104
}

= 0,444 ⋅ 10−6L−1 {1
s
} + 0,55 ⋅ 10−5L−1 { 1

s + 4,5 ⋅ 104
} − 0,5 ⋅ 10−6L−1 { 1

s + 0,5 ⋅ 104
}

= 0,444 ⋅ 10−6u(t) + 0,55 ⋅ 10−5e−4,5⋅10
4tu(t) − 0,5 ⋅ 10−6e−0,5⋅10

4tu(t)

= (0,444 ⋅ 10−6 + 0,55 ⋅ 10−5e−4,5⋅10
4t − 0,5 ⋅ 10−6e−0,5⋅10

4t)u(t)

Επειδή στην περίπτωση αυτή οι ϱίζες του παρονοµαστή της συνάρτησης µεταϕοράς είναι πραγµα-
τικές, το κύκλωµα είναι περίπτωση συστήµατος µε υπεραπόσβεση (ϐλ. Πρόταση 8.26).

γ) Στην περίπτωση αυτή ο µετασχηµατισµός Laplace της τάσης της πηγής v(t), σύµϕωνα µε τον
Πίνακα 8.1, είναι

V (s) = L{2 sin 10t} = 2 ⋅ 10
s2 + 102

,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4 και την (ii), ο µετασχηµατισµός Laplace του φορτίου του
πυκνωτή είναι

Q(s) = G(s)V (s) = 100

(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)
20

s2 + 102

= 2000

(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)(s + 10i)(s − 10i)
και το φορτίο είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace του Q(s),

q(t) = L−1{Q(s)}, (vi)
Για να υπολογίσουµε τον L−1{Q(s)}, αναπτύσσουµε τον Q(s) σε µερικά κλάσµατα,

Q(s) = A

s + 4,5 ⋅ 104
+ B

s + 0,5 ⋅ 104
+ Γ +∆i
s + 10i

+ Γ −∆i
s − 10i

, (vii)
όπου

A = (s + 4,5 ⋅ 104)Q(s)∣
s=−4,5⋅104 =

2000

(s + 0,5 ⋅ 104)(s2 + 100)
∣
s=−4,5⋅104

= 2000

(−4,5 ⋅ 104 + 0,5 ⋅ 104) [(−4,5 ⋅ 104)2 + 100]
= −0,247 ⋅ 10−10

B = (s + 0,5 ⋅ 104)Q(s)∣
s=−0,5⋅104 =

2000

(s + 4,5 ⋅ 104)(s2 + 100)
∣
s=−0,5⋅104

= 2000

(−0,5 ⋅ 104 + 4,5 ⋅ 104) [(−0,5 ⋅ 104)2 + 100]
= 0,2 ⋅ 10−8

Γ +∆i = (s + 10i)Q(s)∣s=−10i =
2000

(s + 4,5 ⋅ 104)(s + 0,5 ⋅ 104)(s − 10i)
∣
s=−10i

= 2000

(−10i + 4,5 ⋅ 104)(−10i + 0,5 ⋅ 104)(−10i − 10i)

= 2000

−107 − 4,5 ⋅ 109i
= 2000(−107 + 4,5 ⋅ 109i)
(−107)2 + (−4,5 ⋅ 109)2

= 10−9 + 0,444 ⋅ 10−6i,
οπότε Γ = 10−9 και ∆ = 0,444 ⋅ 10−6.
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`Ετσι, η (ii) δίνει

Q(s) = A

s + 4,5 ⋅ 104
+ B

s + 0,5 ⋅ 104
+ (Γ +∆i)(s − 10i) + (Γ −∆i)(s + 10i)

(s + 10i)(s − 10i)

= A

s + 4,5 ⋅ 104
+ B

s + 0,5 ⋅ 104
+ 2Γs + 20∆

s2 + 100

= −0,247 ⋅ 10
−10

s + 4,5 ⋅ 104
+ 0,2 ⋅ 10−8

s + 0,5 ⋅ 104
+ 2 ⋅ 10−9s + 20 ⋅ 0,444 ⋅ 10−6

s2 + 100
,

οπότε η (vi), λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει

q(t) = L−1 {−0,247 ⋅ 10
−10

s + 4,5 ⋅ 104
+ 0,2 ⋅ 10−8

s + 0,5 ⋅ 104
+ 2 ⋅ 10−9s + 20 ⋅ 0,444 ⋅ 10−6

s2 + 100
}

= −0,247 ⋅ 10−10L−1 { 1

s + 4,5 ⋅ 104
} + 0,2 ⋅ 10−8L−1 { 1

s + 0,5 ⋅ 104
}

+2 ⋅ 10−9L−1 { s

s2 + 102
} + 0,889 ⋅ 10−5L−1 { 1

s2 + 102
}

= −0,247 ⋅ 10−10e−4,5⋅10
4tu(t) + 0,2 ⋅ 10−8e−0,5⋅10

4tu(t)

+2 ⋅ 10−9 cos(10t)u(t) + 0,889 ⋅ 10−5 1

10
sin(10t)u(t)

Παράδειγµα 8.62 Για την απόκριση x(t) ενός συστήµατος που διεγείρεται από µία είσοδο
v(t) ισχύει

2x′′(t) + 12x′(t) + 18x(t) = 2v(t) − v′(t). (i)
α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος και να χαρακτηριστεί το σύστηµα.
ϐ) Να ϐρεθεί η απόκριση του συστήµατος, αν η είσοδος είναι η µετατοπισµένη ϐηµατική
συνάρτηση

v(t) = 10u(t − 2) και x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.

Λύση
α) Η (i) γράϕεται 2 [x′′(t) + 6x′(t) + 9x(t)] = 2v(t) − v′(t).
οπότε, το σύστηµα αυτό, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης και έχει
συνάρτηση µεταϕοράς (γ = 3, ω2 = 9)

G(s) = X(s)
V (s)

= 2 − s
2(s2 + 6s + 9)

.

Η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος έχει µοναδικό πόλο τη διπλή ϱίζα του παρονοµαστή

s = −3,

οπότε, το σύστηµα αυτό, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης µε κρίσιµη
απόσβεση.
ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της ϐηµατικής τάσης εισόδου v(t) = u(t) είναι (ϐλ. Πίνακα 8.1)

V (s) = e
−2s

s
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της εξόδου x(t) είναι

X(s) = G(s)V (s) = 2 − s
2(s2 + 6s + 9)

e−2s

s
= 2 − s
s(s2 + 6s + 9)

e−2s

2
(ii)

και η έξοδος x(t) είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace της X(s),
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x(t) = L−1{X(s)}, (iii)

Για να υπολογίσουµε τον L−1{X(s)}, αναπτύσουµε τη ϱητή συνάρτηση της (ii) σε µερικά κλά-
σµατα,

X1(s) =
A

s
+ B1

s + 3
+ B2

(s + 3)2
, (iv)

A = sX1(s)∣s=0 =
2 − s

s2 + 6s + 9
∣
s=0
= 2

9

B2 = (s + 3)2X1(s)∣s=−3 =
2 − s
s
∣
s=−3
= −5

3

B1 = d

ds
[(s + 3)2X1(s)]s=−3 =

d

ds
[2 − s

s
]
s=−3
= − 2

s2
]
s=−3
= −2

9
,

οπότε από τις (ii) και (iii) προκύπτει ότι

X(s) = e
−2s

2
(2
9

1

s
− 2

9

1

s + 3
− 5

3

1

(s + 3)2
) = 1

9

1

s
e−2s − 1

9

1

s + 3
e−2s − 5

6

1

(s + 3)2
e−2s

`Ετσι, η (iv), λόγω της Πρόταση 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει

x(t) = L−1 {1
9

1

s
e−2s − 1

9

1

s + 3
e−2s − 5

6

1

(s + 3)2
e−2s}

= 1

9
L−1 {1

s
e−2s} − 1

18
L−1 { 1

s + 3
e−2s} + 5

6
L−1 { 1

(s + 3)2
e−2s}

= 1

9
u(t − 2) − 1

9
e−3(t−2)u(t − 2) − 5

6
te−3(t−2)u(t − 2)

= (1
9
− 1

9
e−3(t−2) − 5

6
te−3(t−2))u(t − 2)

8.8.4 Γραµµικά συστήµατα πρώτης τάξης σε σειρά
Στην ενότητα αυτή ασχολούµαστε µε διαδικασίες που περιλαµβάνουν δύο (ή περισσότερα) γραµµι-
κά σύστηµατα πρώτης τάξης που συνδέονται µεταξύ τους, έτσι ώστε η έξοδος του ενός να αποτελεί
είσοδο του άλλου.

Παράδειγµα 8.63 Θεωρούµε το σύστηµα που αποτελείται από δύο γραµµικά συστήµατα Ι
και ΙΙ χωρίς αλληλεπίδραση, όπου η έξοδος του συστήµατος Ι είναι είσοδος του άλλου, που
περιγράϕονται από τις διαϕορικές εξισώσεις

τ1x
′
1(t) + x1(t) = k1v(t)

τ2x
′
1(t) + x2(t) = k1x1(t)

(i)

(ii)
α) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση µεταϕοράς του συνολικού συστήµατος, ϑεωρώντας ώς είσοδο
την είσοδο v(t) του συστήµατος Ι και ως έξοδο την έξοδο x2(t) του ΙΙ, είναι

G(s) =

k1k2
τ1τ2

(s + 1

τ1
)(s + 1

τ2
)

.

ϐ) Να χαρακτηριστεί το σύστηµα, αϕού ϐρεθούν οι πόλοι του.
γ) Να δειχθεί ότι η απόκριση του συστήµατος σε ϐηµατική είσοδο v(t) = u(t) είναι

x2(t) = k1k2 [1 +
1

τ2 − τ1
(τ1e

− t
τ1 − τ2e

− t
τ2 )]u(t).
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Λύση
α) Θεωρώντας ως είσοδο την v(t) και έξοδο την x2(t), η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος
είναι

G(s) = X2(s)
V (s)

= X2(s)
X1(s)

X1(s)
V (s)

= GII(s)GI(s) (iii)

όπου GI(s) =
X1(s)
V (s)

και GII(s) =
X2(s)
X1(s)

οι συναρτήσεις µεταϕοράς του κάθε συστήµατος.

Λόγω της Πρότασης 8.25, τα σύστηµατα που περιγράϕουν οι (i) και (ii) είναι γραµµικά πρώτης
τάξης µε συναρτήσεις µεταϕοράς

GI(s) =
k1

τ1s + 1
και GII(s) =

k2
τ2s + 1

οπότε η (iii) γίνεται

G(s) = k1
τ1s + 1

k2
τ2s + 1

= k1k2
(τ1s + 1)(τ2s + 1)

=

k1k2
τ1τ2

(s + 1

τ1
)(s + 1

τ2
)

.

ϐ) Επειδή η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος έχει τους δύο πραγµατικούς πόλους (ϱίζες του
παρονοµαστή)

− 1

τ1
και − 1

τ2
,

το σύστηµα αυτό, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης µε υπεραπόσβεση.
γ) Σύµϕωνα µε την Παρατήρηση 8.8, η απόκριση του συστήµατος σε ϐηµατική είσοδο u(t) είναι

h(t) = L−1{X(s)} = L−1{G(s)U(s)}, (iv)
όπου U(s) ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός Laplace της ϐηµατικής εισόδου (ϐλ. Πίνακα 8.1)

U(s) = 1

s
.

οπότε, η (v), λόγω της Πρότασης 8.15 και του Πίνακα 8.2, δίνει

x(t) = L−1 { k1k2
(τ1s + 1)(τ2s + 1)

1

s
} = L−1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k1k2
τ1τ2

s(s + 1

τ1
)(s + 1

τ2
)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

. (v)

Αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα προκύπτει

X(s) = A
s
+ B

s + 1

τ1

+ Γ

s + 1

τ2

,

όπου

A = sX(s)∣s=0 =

k1k2
τ1τ2

(s + 1

τ1
)(s + 1

τ2
)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRs=0

= k1k2

B = (s + 1

τ1
)X(s)∣

s=− 1
τ1

=

k1k2
τ1τ2

s(s + 1

τ2
)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRs=− 1
τ1

= τ1k1k2
τ2 − τ1

Γ = (s + 1

τ2
) sX(s)∣

s=− 1
τ2

=

k1k2
τ1τ2

s(s + 1

τ1
)

RRRRRRRRRRRRRRRRRRs=− 1
τ2

= τ2k1k2
τ1 − τ2

οπότε η (v), λόγω της Πρότασης 8.15 και του Πίνακα 8.2, γίνεται
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x(t) = L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

A

s
+ B

s + 1

τ1

+ Γ

s + 1

τ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= AL−1 {1
s
} +BL−1

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

s + 1

τ1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

+ ΓL−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

s + 1

τ2

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭

= Au(t) +Be−
t
τ1 u(t) + Γe−

t
τ2 u(t) = (k1k2 +

τ1k1k2
τ2 − τ1

e
− t

τ1 + τ2k1k2
τ1 − τ2

e
− t

τ2 )u(t)

= k1k2 [1 +
1

τ2 − τ1
(τ1e

− t
τ1 − τ2e

− t
τ2 )]u(t).

Παράδειγµα 8.64 Θεωρούµε το σύστηµα που αποτελείται από δύο γραµµικά συστήµατα Ι
και ΙΙ µε αλληλεπίδραση που περιγράϕονται από τις διαϕορικές εξισώσεις

x′1(t) + ax1(t) + βx2(t) = v(t)

x′1(t) + γx1(t) + δx2(t) = 0

(i)

(ii)
Να ϐρεθεί η συνάρτηση µεταϕοράς του συνολικού συστήµατος, ϑεωρώντας ως είσοδο την v(t)
και ως έξοδο την έξοδο x2(t) του συστήαµτος ΙΙ και να χαρακτηρισθεί το σύστηµα.

Λύση
Παίρνοντας τους µετασχηµατισµούς Laplace των (i) και (ii) µε τη ϐοήθεια των Προτάσεων 8.1-3
προκύπτει

sX1(s) + aX1(s) + βX2(s) = V (s)

sX2(s) + γX1(s) + δX2(s) = 0

(iii)

(iv)

όπου X1(s) και X2(s) οι µετασχηµατισµοί Laplace x1(t) και x2(t) και V (s) ο µετασχηµατισµός
Laplace της v(t).

Λύνοντας την (iv) ως προς X1 και αντικαθιστώντας στην (iii) προκύπτει

s(−s + δ
γ

X2(s)) + a [−
s + δ
γ

X2(s)] + βX2(s) = V (s)

ή [−1
γ
s2 − ( δ

γ
+ a
γ
) s − aδ

γ
+ β]X2(s) = V (s),

οπότε η συνάρτηση µεταϕοράς του συνολικού συστήµατος είναι

G(s) = X2(s)
V (s)

= 1

−1
γ
s2 − ( δ

γ
+ a
γ
) s − aδ − βγ

γ

= − γ

s2 + (δ + a)s + aδ − βγ

∎
Στην Ενότητα 8.8.6 δίνουµε εϕαρµογές τέτοιων συστηµάτων σε χηµικές διεργασίες.
Στο Matlab η εισαγωγή της συνάρτησης µεταϕοράς ενός συστήµατος και ο υπολογισµός των

µηδενικών τιµών και των πόλων καθώς και το διάγραµµα µηδενικών τιµών-πόλων του γίνεται µε
τις εντολές

s=tf(’s’)

G=G(s)

zero(G)

pole(G)

pzmap(G)

`Ετσι, για ένα σύστηµα µε συνάρτηση µεταϕοράς

G(s) = s − 2
s3 + 4s2 + 4s + 7
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µε τις εντολές

s=tf(’s’)

G=(2-s)/ (sˆ3+4*sˆ2+4*s+7)

zero(G)

pole(G)

pzmap(G)

προκύπτει

ans =

2

ans =

-3.4288

-0.2856 + 1.4000i

-0.2856 - 1.4000i

καθώς και το διάγραµµα µηδενικών τιµών-πόλων του Σχήµατος 8.25β

−4 −3 −2 −1 0 1 2
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

Pole−Zero Map

Real Axis (seconds −1)

Im
a

g
in

a
ry

 A
x
is

 (
s
e

c
o

n
d

s
−

1
)

Σχήµα 8.26 ∆ιάγραµµα πόλων-µηδενικών από το Matlab

8.8.5 Κρουστική απόκριση

Ορισµός 8.6 Κρουστική απόκριση ενός συστήµατος ονοµάζουµε την έξοδο του όταν η είσο-
δος είναι η κρουστική συνάρτηση δ(t) (ϐλ. Ενότητα 8.3).

Αν G(s) η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος, τότε, επειδή ο µετασχηµατισµός Laplace της
κρουστικής εισόδου v(t) = δ(t) είναι

V (s) = L{v(t)} = L{δ(t)} = 1,

σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης xδ(t) του συστήµατος
στην αυτή είσοδο είναι

Xδ(s) = G(s)V (s) = G(s),

όπου G(s) η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος, οπότε
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xδ(t) = L−1{X(s)} = L−1{G(s)},

Εποµένως, δείξαµε ότι :

Πρόταση 8.27 Η απόκριση xδ(t) ενός συστήµατος σε κρουστική είσοδο δ(t), είναι ο αντί-
στροϕος µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης µεταϕοράς του G(s), οπότε η συνάρτηση
µεταϕοράς του συστήµατος είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης του σε κρουστική
είσοδο,

xδ(t) = L−1{G(s)} ⇔ G(s) = L{xδ(t)},

Λόγω της πρότασης αυτής, οι µηχανικοί µπορούν να συνάγουν συµπεράσµατα για ένα σύστηµα
που δεν µπορεί να µελετηθεί αναλυτικά, ϐρίσκοντας πειραµατικά την απόκριση του σε κρουστική
είσοδο, δηλαδή τη συνάρτηση µεταϕοράς του.

Παράδειγµα 8.65 Να ϐρεθούν για ένα σύστηµα µε συνάρτηση µεταϕοράς

G(s) = 8s

s2 + 4
:

α) Η κρουστική απόκριση.
ϐ) Η απόκριση του συστήµατος σε ϐηµατική τάση εισόδου

v(t) = u(t),

αν οι αρχικές συνθήκες είναι µηδενικές.

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.27, η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι ο αντίστροϕος
µετασχηµατισµός της συνάρτησης µεταϕοράς του

xδ(t) = L−1{G(s)} = L−1 {
8s

s2 + 4
}. (i)

οπότε, λόγω της Πρότασης 8.15 και του Πίνακα 8.2, η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι

xδ(t) = L−1 {
8s

s2 + 22
} = 8 cos 2t u(t).

ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της εισόδου v(t) = u(t), σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1, είναι

V (s) = L{u(t)} = 1

s
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης του συστήµατος
σε ϐηµατική τάση εισόδου είναι

Q0(s) = G(s)V (s) =
8s

s2 + 4
1

s
= 8

s2 + 4
, (ii)

οπότε, λόγω της Πρότασης 8.15 και του Πίνακα 8.2,

x(t) = L−1 { 8s

s2 + 22
} = 81

2
sin 2t u(t) = 4 sin 2t u(t).

Παράδειγµα 8.66 Αν η απόκριση x(t) ενός συστήµατος που διεγείρεται από µοναδιαία ϐη-
µατική είσοδο u(t) είναι

x(t) = 100 (1 − e−10t)u(t).
να ϐρεθούν :
α) Η κρουστική απόκριση του συστήµατος.
ϐ) Η απόκριση του σε είσοδο

v(t) = 2(sin t)u(t), αν x(0) = x′(0) = x′′(0) = 0.
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Λύση
α) Από τον Ορισµό 8.4, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος είναι

G(s) = X(s)
V (s)

, (i)

όπου X(s) και V (s) οι µετασχηµατισµοί Laplace της απόκρισης του συστήµατος x(t) και της
εισόδου v(t).
Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.1 και τον Πίνακα 8.1

V (s) = L{u(t)} = 1

s

X(s) = L{100 (1 − e−10t)u(t)} = 100 (L{u(t)} −L{e−10tu(t)}) = 100{ 1
s
− 1

s + 10
}

= 1000

s(s + 10)
οπότε από την (i) προκύπτει ότι

G(s) = 1000

s + 10
.

Η κρουστική απόκριση του συστήµατος είναι ίση µε τον αντίστροϕο µετασχηµατισµό Laplace της
συνάρτησης µεταϕοράς, οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.15 και τον Πίνακα 8.2 είναι

g(t) = L−1 {G(s)} = L−1 { 1000

s + 10
} = 1000L−1 { 1

s + 10
} = 1000e−10t.

ϐ) Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1, ο µετασχηµατισµός Laplace της εισόδου αυτής είναι

V (s) = L{v(t)} = L{2(sin t)u(t)} = 2

s2 + 1
,

οπότε ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης x(t) του συστήµατος είναι

X(s) = G(s)V (s) = 1000

s + 10
2

s2 + 1
= 2000

(s + 10)(s2 + 1)
.

`Ετσι, αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα τη ϱητή αυτή συνάρτηση (αϕού παραγοντοποιήσουµε τον
παρονοµαστή)

Q(s) = 2000

(s + 10)(s + i)(s − i)
= A

s + 10
+ B + Γi

s + i
+ B − Γi

s − i
, (ii)

όπου

A = (s + 10)X(s)∣s=−10 =
2000

s2 + 1
∣
s=−10

= 2000

(−10)2 + 1
= 19,802

B + Γi = (s + i)X(s)∣s=−i =
2000

(s + 10)(s − i)
∣
s=−i
= 2000

(−i + 10)(−i − i)
= 1000

−1 + 10i

= 1000(−1 + 10i)
12 + 102

= −9,901 + 99,01i,

οπότε B = −9,901 και Γ = 99,01.
`Ετσι, η (ii) δίνει

X(s) = A

s + 10
+ B + Γi

s + i
+ B − Γi

s − i
= A
s
+ (B + Γi)(s − i) + (B − Γi)(s + i)

(s + i)(s − i)

= A

s + 10
+ 2Bs + 2Γ

s2 + 1
= 19,802

s + 10
+ 2(−9,901)s + 2 ⋅ 99,01

s2 + 1
,

οπότε η (i), λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει
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x(t) = L−1 {19,802
s + 10

+ 2(−9,901)s + 2 ⋅ 99,01
s2 + 1

}

= 19,802L−1 { 1

s + 10
} + 19,802L−1 { s

s2 + 1
} + 198,02L−1 { 1

s2 + 1
}

= 19,802e−10tu(t) + 19,802 cos(t)u(t) + 198,02 sin(t)u(t)

= (19,802e−10t + 19,802 cos t + 198,02 sin t)u(t).

Παράδειγµα 8.67 Αν η κρουστική απόκριση ενός συστήµατος είναι

h(t) = 2e−3tu(t),
όπου u(t) η µοναδιαία ϐηµατική συνάρτηση, να ϐρεθούν :
α) Η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος.
ϐ) Η απόκριση του συστήµατος σε ϐηµατική είσοδο.
γ) Η απόκριση του συστήµατος σε είσοδο

v(t) = cos(2t)u(t).

Λύση
α) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.27, η συνάρτηση µεταϕοράς είναι ο µετασχηµατισµός Laplace της
κρουστικής απόκρισης του συστήµατος (ϐλ. πίνακα 8.1)

G(s) = L{h(t)} = L{2e−3tu(t)} = 2 1

s + 3
.

ϐ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της ϐηµατικής τάσης εισόδου, σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1, είναι

V (s) = L{v(t)} = L{u(t)} = 1

s
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης του συστήµατος
είναι

X(s) = G(s)V (s) = 2 1

s + 3
1

s
= 2

s(s + 3)
Αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα προκύπτει

X(s) = A
s
+ B

s + 3
, (ii)

όπου (ϐλ. Παράδειγµα 8.35)

A = (s)X(s)∣s=0 =
2

s + 3
∣
s=0
= 2

3

B = (s + 3)F (s)∣s=−3 =
2

s
∣
s=−3
− 2

3
,

οπότε η (ii) δίνει X(s) = 2

3

1

s
− 2

3

1

s + 3
.

`Ετσι, λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, από την (i) προκύπτει ότι η
απόκριση του συστήµατος σε ϐηµατική είσοδο είναι

x(t) = L−1 {2
3

1

s
− 2

3

1

s + 3
} = 2

3
L−1 {1

s
} − 2

3
L−1 { 1

s + 3
} = 2

3
u(t) − 2

3
e−3tu(t) = 2

3
(1 − e−3t)u(t).

γ) Ο µετασχηµατισµός Laplace της εισόδου στην περίπτωση αυτή, σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1,
είναι

V (s) = L{v(t)} = L{cos(2t)u(t)} = 1

s2 + 22
,

οπότε, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης του συστήµατος
είναι
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X(s) = G(s)V (s) = 2

s + 3
1

s2 + 22
= 2

(s + 3)(s2 + 4)
.

Αναλύοντας σε µερικά κλάσµατα

X(s) = A

s + 3
+ B + Γi
s + 2i

+ B − Γi
s − 2i

, (ii)
όπου

A = (s + 3)X(s)∣s=−3 =
2

s2 + 4
∣
s=−3
= 2

(−3)2 + 4
= 2

13

B + Γi = (s + 2i)F (s)∣s=−2i =
2

(s + 3)(s − 2i)
∣
s=−2i

= 2

(−2i + 3)(−2i − 2i)

= i

2(3 − 2i)
= i(3 + 2i)
2(32 + 22)

= −2 + 3i
26

,

οπότε B = − 2

26
= − 1

13
και Γ = 3

26
.

`Ετσι, η (ii) δίνει

x(s) = A

s
+ B + Γi
s + 2i

+ B − Γi
s − 2i

= A
s
+ (B + Γi)(s − 2i) + (B − Γi)(s + 2i)

(s + 2i)(s − 2i)

= A

s
+ 2Bs + 2 ⋅ 2Γ

s2 + 22
= 2

13

1

s + 3
+
2 (− 1

13
) s

s2 + 22
+

4 ⋅ 3
26

s2 + 22

= 2

13

1

s + 3
− 2

13

s

s2 + 22
+ 6

13

1

s2 + 22
,

οπότε η (i), λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, δίνει

x(t) = L−1 { 2

13

1

s + 3
− 2

13

s

s2 + 22
+ 6

13

1

s2 + 22
}

= 2

13
L−1 { 1

s + 3
} − 2

13
L−1 { s

s2 + 22
} + 6

13
L−1 { 1

s2 + 22
}

= 2

13
e−3tu(t) − 2

13
cos(2t)u(t) + 3

13
sin(2t)u(t)

= ( 2

13
e−3t − 2

13
cos 2t + 3

13
sin 2t)u(t).

Παράδειγµα 8.68 Να ϐρεθούν για το σύστηµα του σώµατος Σ µάζας m του Σχήµατος 8.27
που είναι δεµένο σε ελατήριο σταθεράς k:
α) Η συνάρτηση µεταϕοράς, το διάγραµµα πόλων και ο χαρακτηρισµός του συστήµατος.
ϐ) Η κρουστική απόκριση.
γ) Η απόκριση του συστήµατος αν στο σώµα ασκηθεί εκτός της δύναµης του ελατηρίου η
κρουστική δύναµη

f(t) = f0δ(t − t1)
ενώ το σώµα ισορροπεί.

Λύση
α) Από το ϑεµελιώδη νόµο της δυναµικής προκύπτει ότι, αν στο σώµα ασκείται, εκτός της δύναµης
ελατηρίου, και µία δύναµη f(t), τότε

mx′′ = −kx + f(t)

ή x′′ + k

m
x = f(t)

m
(i)
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οπότε, το σύστηµα αυτό, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι γραµµικό δεύτερης τάξης και έχει

συνάρτηση µεταϕοράς (γ = 0, ω2 = k

m
)

G(s) = X(s)
F (s)

= 1

m (s2 + k
m
)
.

k

x

m

Σχήµα 8.27 Κρουστική διέγερση συστήµατος σώµατος-ελατηρίου

Οι πόλοι του συστήµατος είναι οι ϱίζες του παρονοµαστή της συνάρτησης µεταϕοράς, δηλαδή οι
συζυγείς µιγαδικοί

s2 + k

m
= 0 ⇔ s = ±i

√
k

m
,

οπότε, το σύστηµα αυτό, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, είναι σύστηµα υποκρίσιµης απόσβεσης.
Το διάγραµµα πόλων του συστήµατος είναι αυτό του Σχήµατος 8.27.

Re(s)

Im(s)

√k/m

-√k/m

O

+

+

Σχήµα 8.28 ∆ιάγραµµα πόλων συστήµατος σώµατος-ελατηρίου

ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.27, η κρουστική απόκριση του συστήµατος αυτού, δηλαδή η απο-
µάκρυνση από τη ϑέση ισορροπίας όταν του ασκηθεί η κρουστική δύναµη δ(t), είναι ο αντίστροϕος
µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης µεταϕοράς, δηλαδή

x(t) = L−1{G(s)} = L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

m

1

s2 + k

m

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

= 1

m

1
√

k

m

sin
⎛
⎝

√
k

m
t
⎞
⎠
u(t) = 1√

km
sin
⎛
⎝

√
k

m
t
⎞
⎠
u(t).

γ) Σύµϕωνα µε τον Πίνακα 8.1, ο µετασχηµατισµός Laplace της δύναµης f(t) = f0δ(t − t1) είναι

F (s) = L{f0δ(t − t1)} = f0e−t1s,

οπότε, λόγω του Ορισµού 8.4 και της (i), ο µετασχηµατισµός Laplace της αποµάκρυνσης του
σώµατος από τη ϑέση ισορροπίας στην περίπτωση αυτή είναι

X(s) = G(s)F (s) = f0
m

e−t1s

s2 + k

m

. (ii)

Η αποµάκρυνση του σώµατος από τη ϑέση ισορροπίας είναι ο αντίστροϕος µετασχηµατισµός La-
place της X(s), οπότε, σύµϕωνα µε την (ii), την Πρόταση 8.15 και τον Πίνακα 8.2,
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x(t) = L−1{X(s)} = L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f0
m

e−t1s

s2 + k

m

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

= f0
m
L−1
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1

s2 + k

m

e−t1s

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭

= f0
m

1
√

k

m

sin

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

√
k

m
(t − t1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
u(t − t1) =

f0
m

1√
km

sin

⎡⎢⎢⎢⎢⎣

√
k

m
(t − t1)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
u(t − t1).

Παράδειγµα 8.69 Να ϐρεθούν για το σύστηµα του Σχήµατος 8.29α, στο οποίο το σώµατος Σ
µάζας m = 1Kg, που είναι δεµένο σε ελατήριο σταθεράς k = 6N

m δέχεται, εκτός της δύναµης
του ελατηρίου, µία δύναµη απόσβεσης

Fa = −5v(t),
όπου v(t) η ταχύτητα του, και µία εξωτερική δύναµη f(t):
α) Η συνάρτηση µεταϕοράς και το διάγραµµα πόλων.
ϐ) Η κρουστική απόκριση.
γ) Αν στο αρχικά ακίνητο στη ϑέση x = 0 σώµα ασκηθεί η δύναµη του Σχήµατος 8.29β, να
ϐρεθεί η ϑέση του συναρτήσει του χρόνου.

k F
α

(α) (β)

F(t)

t(s)Ο

)N(f

10

2

F
ε

Σχήµα 8.29 Κρουστική διέγερση συστήµατος σώµατος-ελατηρίου-αποσβέστη

Λύση
α) Επειδή το Σ, εκτός της δύναµης ελατηρίου Fϵ = −6x, δέχεται τη δύναµη απόσβεσης

Fa = −5v(t) = −5x′(t)
όπου x(t) η ϑέση του τη χρονική στιγµή t και τη δύναµη f , από το ϑεµελιώδη νόµο της δυναµικής
προκύπτει ότι

mx′′ = −6x − 5x′ + f(t)
ή x′′ + 5x′ + 6x = f(t)
οπότε, σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.26, η συνάρτηση µεταϕοράς αυτού του γραµµικού συστήµατος
ϐ΄ τάξης είναι

G(s) = X(s)
F (s)

= 1

s2 + 5s + 6
. (i)

Re(s)

Im(s)

-3 O-2

Σχήµα 8.29β ∆ιάγραµµα πόλων συστήµατος σώµατος-ελατηρίου
Οι πόλοι του συστήµατος είναι οι ϱίζες του παρονοµαστή της συνάρτησης µεταϕοράς, δηλαδή

s2 + 5s + 6 = 0 ⇔ s = −2,−3,

οπότε το διάγραµµα πόλων είναι αυτό του Σχήµατος 8.29β.
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ϐ) Σύµϕωνα µε την Πρότασης 8.25, η κρουστική απόκριση του συστήµατος αυτου, δηλαδή η απο-
µάκρυνση από τη ϑέση ισορροπίας όταν του ασκηθεί η κρουστική δύναµη δ(t), είναι ο αντίστροϕος
µετασχηµατισµός Laplace της συνάρτησης µεταϕοράς, δηλαδή

x(t) = L−1{G(s)}. (ii)

Αναλύουµε τη συνάρτηση G(s) της (i) σε µερικά κλάσµατα (αϕού παραγοντοποιήσουµε τον πα-
ϱονοµαστή της)

G(s) = 1

(s + 2)(s + 3)
= A

s + 2
+ B

s + 3
(iii)

οπότε

A = (s + 2)G(s)∣s=−2 =
1

s + 3
∣
s=−2
= 1

B = (s + 3)G(s)∣s=−3 =
1

s + 2
∣
s=−3
= −1,

οπότε η (iii) γίνεται G(s) = 1

s + 2
− 1

s + 3
.

`Ετσι, λόγω της Πρότασης 8.15 και µε τη ϐοήθεια του Πίνακα 8.2, η (ii) δίνει

x(t) = L−1 { 1

s + 2
− 1

s + 3
} = L−1 { 1

s + 2
} −L−1 { 1

s + 3
} = e−2tu(t) − e−3tu(t)

= (e−2t − e−3t)u(t)

γ) Η δύναµη του Σχήµατος 8.29β, µε τη ϐοήθεια ϐηµατικών συναρτήσεων γράϕεται ως (ϐλ. Παρά-
δειγµα 8.20)

f(t) = 10 [u(t) − u(t − 2)],

οπότε, µε τη ϐοήθεια της Πρότασης 8.1 και του Πίνακα 8.1, ο µετασχηµατισµός Laplace της f(t)
είναι

F (s) = L{f(t)} = L{10 [u(t) − u(t − 2)]} = 10L{u(t)} − 10L{u(t − 2)}

= 10(1
s
− e
−2s

s
) = 10 1 − e−2s

s
.

`Ετσι, σύµϕωνα µε τον Ορισµό 8.4, ο µετασχηµατισµός Laplace της απόκρισης του συστήµατος
x(t) (αποµάκρυνση του σώµατος από τη ϑέση ισσοροπίας) είναι

X(s) = G(s)F (s) = 1

s2 + 5s + 6
10

1 − e−2s

s
= 10

s(s2 + 5s + 6)
(1 − e−2s). (iv)

Αναλύουµε το κλάσµα της (iv) σε µερικά κλάσµατα (αϕού παραγοντοποιήσουµε τον παρονοµαστή)

G(s) = 1

s(s + 2)(s + 3)
= A
s
+ B

s + 2
+ Γ

s + 3
(v)

A = sG(s)∣s=0 =
10

(s + 2)(s + 3)
∣
s=0
= 10

2 ⋅ 3
= 10

6

B = (s + 2)G(s)∣s=−2 =
10

s(s + 3)
∣
s=−2
= 10

−2(−2 + 3)
= −5

Γ = (s + 3)G(s)∣s=−3 =
1

s(s + 2)
∣
s=−3
= 1

−3(−3 + 2)
= 10

3
,

οπότε η (v) γίνεται G(s) = 10

6

1

s
− 5 1

s + 2
+ 10

3

1

s + 3
και η (iv)
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X(s) = (10
6

1

s
− 5

s + 2
+ 10

3

1

s + 3
) (1 − e−2s)

= 5

3

1

s
− 5

s + 2
+ 10

3

1

s + 3
− 10

6

1

s
e−2s + 5

s + 2
e−2s − 10

3

1

s + 3
e−2s.

`Ετσι, από τον ορισµό του αντίστροϕου µετασχηµατισµού Laplace, την Πρόταση 8.15 και τον Πίνακα
8.2,

x(t) = L−1 {X(s)} = L−1 {5
3

1

s
− 5

s + 2
+ 10

3

1

s + 3
− 5

3

1

s
e−2s + 5

s + 2
e−2s − 10

3

1

s + 3
e−2s}

= 5

3
L−1 {1

s
} − 5L−1 { 1

s + 2
} + 10

3
L−1 { 1

s + 3
} − 5

3
L−1 {1

s
e−2s} + 5L−1 { 1

s + 2
e−2s}

−10
3
L−1 { 1

s + 3
e−2s}

= 5

3
u(t) − 5e−2tu(t) + 10

3
e−3tu(t) − 5

3
u(t − 2) + 5e−2(t−2)u(t − 2) − 10

3
e−3(t−2)u(t − 2)

= (5
3
− 5e−2t + 10

3
e−3t)u(t) + (−5

3
+ 5e−2(t−2) − 10

3
e−3(t−2))u(t − 2)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

5

3
− 5e−2t + 10

3
e−3t, 0 < t < 2

−5e−2t + 10

3
e−3t + 5e−2(t−2) − 10

3
e−3(t−2), t > 2

Παράδειγµα 8.70 Αν η κρουστική απόκριση του RLC κυκλώµατος του Σχήµατος 8.30, ϑε-
ωρώντας ως έξοδο την τάση του πυκνωτή, είναι

vC(t) = 2 (e−3t − e−5t)u(t),

να ϐρεθούν οι τιµές της αυτεπαγωγής του πηνίου, της αντίστασης και της χωρητικότητας του
πηνίου.

δ(t)
+

-

i
L

C

R

Σχήµα 8.30 Κρουστική διέγερση κυκλώµατος RLC

Λύση
Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, η συνάρτηση µεταϕοράς του κυκλώµατος αυτού είναι ίση µε το
µετασχηµατισµό Laplace της κρουστικής απόκρισης του, δηλαδή

G(s) = L{vC(t)} = L{2 (e−3t − e−5t)u(t)} (i)

Λόγω της Πρότασης 8.1 και του Πίνακα 8.1, από την (i) προκύπτει ότι

G(s) = 2L{e−3tu(t)} − 2L{e−5tu(t)} = 2 1

s + 3
− 2 1

s + 5
= 2 2

(s + 3)(s + 5)

= 1
1

4
s2 + 2s + 15

4

.
(ii)
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Στο Παράδειγµα 8. 59 δείχνουµε ότι η συνάρτηση µεταϕοράς του RLC κυκλώµατος αυτού είναι

G(s) = 1

Ls2 +Rs + 1

C

. (iii)

Από τις (ii) και (iii) προκύπτει ότι

L = 1

4
H, R = 2Ω και

1

C
= 15

4
⇔ C = 4

15
F.

Παράδειγµα 8.71 Αν η κρουστική απόκριση του συστήµατος σώµατος-ελατηρίου του Σχή-
µατος 8.31 (αποµάκρυνση από τη ϑέση ισορροπίας x(t)) είναι

x(t) = 10sin(2t)u(t),

να ϐρεθούν οι τιµές της µάζας m του σώµατος και της σταθεράς k του ελατηρίου.

k

x

m

Σχήµα 8.31 Κρουστική διέγερση συστήµατος σώµατος-ελατηρίου

Λύση
Σύµϕωνα µε την Πρόταση 8.25, η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος αυτού είναι ίση µε το
µετασχηµατισµό Laplace της κρουστικής απόκρισης του, δηλαδή

G(s) = L{x(t)} = L{10sin(2t)u(t)} (i)

Λόγω της Πρόταση 8.1 και του Πίνακα 8.1, από την (i) προκύπτει ότι

G(s) = 10L{sin(2t)u(t)} = 101
2

1

s2 + 22
= 1

1
5s

2 + 4
5

. (ii)

Λόγω του Παραδείγµατος 8.58 η συνάρτηση µεταϕοράς του συστήµατος αυτού είναι

G(s) = 1

ms2 + k
. (iii)

Από τις (ii) και (iii) προκύπτει ότι

m = 1

5
= 0,2Kg, και k = 4

5
= 0,8 N

m
.

8.8.6 Ευστάθεια

Η ευστάθεια ενός συστήµατος είναι µία πολύ σηµαντική έννοια για τους µηχανικούς. `Ενα σύστηµα
είναι ευσταθές όταν η απόκρισή του χωρίς είσοδο είναι µηδενική ή τείνει στο µηδέν καθώς περνάει
ο χρόνος. Γενικότερα µπορούµε να δώσουµε τον εξής ορισµό:

Ορισµός 8.7 `Ενα σύστηµα λέγεται ευσταθές αν η απόκρισή του σε µία πεπερασµένη είσοδο
είναι πεπερασµένη, διαϕορετικά λέγεται ασταθές.

Ισχύει, επίσης, η επόµενη πρόταση, που µπορεί να ϑεωρηθεί και ισοδύναµος ορισµός της
ευστάθειας.


